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Abstrakt

Das Festigkeitsproblem in dinnwandigen Flachen-
tragwerken aus Faserverbunden wird heute in der Regel
mit Schalenelementen (2D-Elementen) behandelt. Neben
der klassischen Laminattheorie (CLT) findet die
Schubdeformationstheorie (SDT) weitestgehende
Anwendung. Auf die so ermittelten Spannungen werden
anschlieBend Versagenskriterien angesetzt, um zu einer
Festigkeitsaussage zu gelangen.

Dieser Beitrag befalt sich nicht mit den
Versagensmodellen und dem Bruchgeschehen, sondern
mit der reinen Spannungsaussage. Es wird ein Verfahren
vorgestellt, mit dem die Spannungen und Dehnungen in
einer Anzahl von Punkten in Dickenrichtung nach den
Regeln der allgemeinen Elastizitdtstheorie berechnet
werden. Dazu wird nicht nur die erste Variation des
elastischen Potentials benutzt (Verschiebungsmethode),
sondern anschlieBend die zweite Variation nach den
kompatiblen Spannungsverteilungen durchgefihrt
(Modifiziertes KraftgréRenverfahren).

Die Ergebnisse weichen unvermutet stark von den mit den
2D-Modellen erzielten Lésungen ab. Jedoch zahlreiche
Nachrechnungen von Versuchen, die im Rahmen der
Schadensmechanik* im DLR-Institut fiir Strukturmechanik
durchgefuhrt und dokumentiert wurden, ergeben eine
erstaunlich gute Ubereinstimmung mit den
Versuchsbeobachtungen, sowohl in qualitativer als auch in
quantitativer Hinsicht. Die zahlreichen Nachrechnungen
von Versuchen an CFK-Proben - statisch und dynamisch -
haben inzwischen Interpretationen der Versuchsergebnis-
se ermdglicht, die damals nicht erreichbar waren.

Es wird auf die Versagensursachen eingegangen wie
auch auf die Mdglichkeiten, mehrachsig belastete
Laminatstrukturen optimal auszulegen. Auch die Grenzen
des fasergerechten Entwurfs mit Mehrschichtverbunden
werden aufgezeigt.

1. THEORETISCHES UND REALES
VERHALTEN

Wenn bei der Auslegung einer dinnwandigen Faserver-
bundstruktur die Festigkeiten abgeschéatzt werden sollen,
wird im Allgemeinen auf die Faserdaten des Herstellers
zurtickgegriffen und mit den verfugbaren Steifigkeiten eine
Verformungsanalyse durchgefiihrt. Aus den Verschiebun-
gen des Berechnungsmodells bzw. aus den Knotenver-
schiebungen einer FE-L6sung wird linear auf die Dehnun-
gen geschlossen und mit dem ebenen Spannungsmodell
der klassischen Schichtentheorie (CLT) die Spannungen
berechnet. Diese werden dann mit den ertragbaren Span-
nungen verglichen, die sich nach der Mischungsregel aus
den Faserdaten ergeben.

Spatestens zu diesem Zeitpunkt wird offensichtlich, dass
die im Versuch am Faserstrang realisierten Bruchspan-
nungen deutlich unter den mit der Mischungsregel ermit-

telten theoretischen Bruchspannungen liegen (TAB 2),
selbst bei Vernachlassigung der Matrix.

M40-
e
Faserfestigkeit 3100 5500 2500
Harzschubfestigkeit 56 62 52
Verbundfestigkeit ® 2005 3335 1573
Verbundf., Messung 1620 2680 900
MSV-Festigkeit (80,8%) | (80,4%) | (57,2%)

TAB 1. Theoretische und gemessene Verbundfes’[igkeit1

Werden also in der Folge nicht die Faserdaten benutzt,
sondern auf die bei Versuchen ermittelten Strangfestigkei-
ten (unidirektionaler Faserstrang mit einem Ublichen Fa-
servolumenanteil von 60%) zurtickgegriffen, ist damit die
Erwartung verbunden, zu einer realistischen Bauteilausle-
gung zu kommen.
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Bild1. Erreichbarer Ausnutzungrad der Faserfestigkeit.

Hierzu sind von Schiilein et.al'. Untersuchungen gemacht
worden (Bild.1). Hier zeigte sich, dass die hdhere Festig-
keit der T800-Faser gegentuiber der T300-Faser nicht im
Bauteil ausnutzbar war, weil sich keine hdéhere Bruchdeh-
nung erzielen lieB. Im Druckbereich zeigten sich gegen-
Uber der T300-Faser sogar schlechtere Werte.

Bislang gibt es keine Erklarungen fur die Diskrepanzen
zwischen den theoretisch moglichen und den tatsachlich
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realisierten Leistungswerten, Fasern und Faserstrange
betreffend bzw. Faserstrange und Bauteile.

2. REDUZIERTE MODELLE

Mit der Anwendung reduzierter Modelle ist stets das Ziel
verbunden, den Berechnungsaufwand zu verringern. Das
Feldproblem mit unendlich vielen Freiheitsgraden uber-
fihrt man durch die Reduktion in ein Modell-Problem,
welches sich mit einer begrenzten Zahl von Parametern
beschreiben lasst. Dazu ist eine Modellbildung notwendig,
die der Realitdt méglichst nahe kommt. Was bei einem
dreidimensionalen Kérper mit beliebigen Belastungsvertei-
lungen problematisch wére, erscheint dann méglich, wenn
die Dimensionen des Kdrpers unterschiedliche Grofen-
ordnungen haben. Wenn die Dicke mehr als 100mal ge-
ringer ist als die Erstreckung in der Flache, wird davon
ausgegangen, dass die Eigenschaften in Dickenrichtung
beim Berechnungsproblem keinen groRen Einflul haben
und die Verteilungen der Spannungen und Dehnungen
durch integrale Gréfen ersetzt werden kénnen. Dies hat
zur Entwicklung der bekannten ebenen Formanderungs-
modelle gefiihrt, wobei das Spannungsmodell heute all-
gemein angewendet wird. Beim ebenen Spannungsmodell
ist die unbekannte Kinematik durch die Annahme eines
eben bleibenden Querschnitts festgelegt, beim ebenen
Dehnungsmodell sind die Annahmen komplementéar.

Bei der Berechnung dinnwandiger Laminatstrukturen ist
das ebene Spannungsmodell unverandert Glbernommen
worden. Die klassische Schichtentheorie (CLT) basiert
ebenso wie die Schubdeformationstheorie erster Ordnung
(FSDT) auf integralen Querschnittsgréfien. Um die Defor-
mation eines Bauteils zu beschreiben, ist dies eine ausrei-
chende und zweckmafige Modellbildung. Aus den integra-
len Dehnungen (diese sind nicht mit den in der Elastizi-
tatstheorie definierten TensorgroRen identisch) und den
Kraftflissen als dem Integral Uiber die im Querschnitt vor-
handenen Spannungsverteilungen lassen sich jedoch
nicht die Verteilungen der TensorfeldgrofRen berechnen.
Das heillt, das Festigkeitsproblem bei anisotropen
Schichtverbunden, welches eine Kenntnis der Span-
nungsverteilungen voraussetzt, kann auf der Integrations-
ebene der Krafte und Verschiebungen nicht beantwortet
werden. Die integralen Dehnungen sind der Verschie-
bungsebene zuzuordnen.

Da in Modellen stets direkte Beziehungen zwischen den
Kraften an den Randern und den inneren Kraften beste-
hen, bleibt das Eigenverhalten unbericksichtigt.

3. DAS EIGENVERHALTEN

In der Elastizitatstheorie findet sich diese direkte Abhéan-
gigkeit zwischen inneren und &duleren Zustandsgréfen
nicht. Vielmehr wird das Kérperverhalten durch Bedingun-
gen bestimmt, die in jedem Punkt des deformierten Konti-
nuums gelten. Im Modell hingegen werden die Gleichge-
wichtsbedingungen am unverformten Gesamtk&rper mit
endlichen Abmessungen erfiillt. Die Beziehungen fir Teile
dieses Korpers sind dieselben wie fir den Gesamtkorper.
Dass die realen Verhaltenseigenschaften auf diese Weise
nicht erfasst werden kdnnen, wird bei der Betrachtung
eines deformierten Probenkdrpers deutlich (Bild 2).

Die Resultierenden der Kréfte im Inneren des deformierten
Kdérpers kénnen nicht mit den Kréften in der Einspannung
ins Gleichgewicht gebracht werden, weil sie eine andere
Wirkrichtung haben. Die Spannungstrajektorien und die
Verzerrungstrajektorien fallen nicht zusammen.

Damit liegen die auslésenden Krafte und die Reaktionen
nicht auf derselben Wirkungslinie. Das Prinzip des Gleich-
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gewichts der Krafte, das auf der Linienflichtigkeit der
Krafte und Reaktionen beruht, ist im verformten Koérper
nicht mehr anwendbar. Fir den verformten Koérper lasst
sich kein Modell definieren.

Einspannung

Bild 2. Deformation einer unsymmetrischen Probe

Das Gleichgewicht in den Gleichungen der Elastizitatsthe-
orie besteht nicht im Gleichgewicht von KraftgroRen —
weder in der Spannungsebene noch in der Ebene der
Spannungsresultierenden- sondern im Gleichgewicht der
Anderungen der FeldgréRen in einem Punkt des Konti-
nuums. Die Gleichungen haben die Form der Divergenz
eines Tensorfeldes.

0
do, 1 e +8rxz +X=0
ox oy Oz
0 0 0
(1.1) S E AT
oy  Ox 0z
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Werden die Bedingungen des ebenen Spannungszu-
stands bei Membranbelastung auf Gleichung 1.1 ange-
wendet, ergibt sich ein triviales Nullsystem. Um die physi-
kalische Ursache fir die Eigenspannungen und Eigen-
dehnungen zu verdeutlichen, soll die Wirkung einer Kraft
wéahrend der Deformation betrachtet werden.

U, i
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u, =— I o dx
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Bild. 3. Die Verschiebungskinematik der Querkontraktion

Ein Koérperpunkt eines isotropen Kérpers wird nicht nur in
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Richtung der Kraft um u, verschoben, sondern gleich-
zeitig im Verhaltnis der Querkontraktion um einen Betrag
uy, = vu, quer dazu. Dieses seitliche ,Abgleiten’ resultiert
aus mikromechanischen Vorgdngen und findet auch in der
x-z-Ebene gleichfalls statt. Das Verhéltnis der Querver-
schiebung zur Verschiebung in Kraftrichtung wird als Ma-
terialkonstante behandelt (Poissonkonstante). Mit der
Verschiebung des Punktes P in Richtung P’ entsteht ein
Schubwinkel. Im konstitutiven Modell ist kein Schubwinkel
vorgesehen. Damit lassen sich im Modell Langsdehnun-
gen von Schubdehnungen entkoppeln.

Im konstitutiven Modell des anisotropen Schichtverbundes
wird die Beziehung zwischen den Quer- und Lé&ngsver-
schiebungen in gleicher Weise behandelt, obgleich sie
physikalisch nicht gleichwertig ist. Im 2D-Modell ist eine
Abhéangigkeit von Quer- zu Léngsdehnung definiert, die
aber keinen direkten Bezug zum physikalischen Vorgang
hat, welcher der Querkopplung zugrunde liegt.

Die in Bild 3 auftretenden Querkomponenten sind Schub-
komponenten und betreffen die Gestaltdnderung des
Kérpers. Sobald also eine Querkopplung (Querkontrakti-
on) existiert, erfahrt der Koérper auch eine Schubverfor-
mung. Diese wird als Woélbverformung bezeichnet. Sie
wird gegeniiber den im Modell definierten Verschiebungs-
formen gesondert behandelt, sie betrifft jedoch die Ge-
staltdnderung des deformierten Korpers.

Die Verwdlbung ist eine direkte Funktion des Kopplungs-
verhaltens. Dies wird durch die Koeffizienten im Material-
gesetz beschrieben, die auRerhalb der Diagonale stehen.
Im Materialgesetz fiir eine anisotrope Einzelschicht sind
neben der Querkopplung weitere Schubkopplungen ent-
halten (Bild 4), die weitaus starker sind als die Querkopp-
lung. Sie beziehen sich auf die Kopplung zwischen Nor-
mal- und Schubdehnungen und kénnen bei bestimmten
Faserwinkeln mehr als eine Gréflenordnung groRer sein
als die isotrope Querkopplung. Da es sich bei den Form-
anderungsmodellen um konstitutive Modell-Beziehungen
handelt, also nicht um physikalische Beziehungen, mus-
sen Plausibilitdtskriterien angewendet werden, um die
physikalische Zulassigkeit des Modells zu Uberprifen.

Kopplungen abhéngig von der Faserorientierung

——vi2
—a—vl13
2 VBD —a—v23
—o—v12
1 ——vli2
isotrop \ﬁ\_
o —~aar~ VI "~y
(K \

0 LES|

Faser: M46-1

Bild 4. Anisotrope Kopplungen als Funktion der
Faserorientierung.

Fur die Volumenanderung eines elastischen Kérpers gilt
zum Beispiel, dass die Volumendilatation einen positiven
Wert zwischen 0 und 1 haben muf3, damit eine Kraft keine
negative Formanderungsarbeit leistet. Flr die Volumendi-
latation eines Winkellaminats lassen sich jedoch mit der
CLT Werte berechnen?, die wegen der extremen Querkon-
traktion kleiner als -1,5 sind, was eine negative Formande-
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rungsarbeit bedeutet. Das Modell beschreibt also einen
Zustand, der physikalisch nicht moglich ist?.

4. FELDGROSSEN UND MODELLKINEMATIK

Hier wird das grundsétzliche Problem angesprochen, ob
ein Modell mit Ansatzen bzw. Annahmen fiir die Verteilun-
gen der Zustandsgréfen (Spannungen oder Dehnungen) ,
die in der allgemeinen Elastizitatstheorie (Euler; Cauchy,
de St.Venant) als TensorfeldgréBen definiert sind, die
Ermittlung der Spannungsverteilungen im belasteten und
deformierten Kontinuum ermdglichen kann. Nach dem
Eindeutigkeitssatz von Kirchhoff, nach dem das elastome-
chanische Problem nur eine Lésung hat, kann es nicht
sein, dass die Verteilungen der FeldgréfRen von der ge-
wahlten Ansatzform abhangen. Ein Beispiel fir Plattenl6-
sungen zeigt, dass ansatzbasierte Lésungen nicht dem
Eindeutigkeitsprinzip entsprechen (Bild 5).

z/h 35
0.5 31 __6

00

T
-0.25 0 0.25
(u=uewr)/VeLtmes —=—

Bild. 5: Plattenldsungen nach verschiedenen Theorien®

41.

Das Gleichgewicht in den Punkten 1 und 2 auf der Kraft-
Weg-Kurve (Bild 6) wird durch das jeweilige Kraftegleich-
gewicht und durch die Gleichgewichtslage des deformier-
ten Korpers beschrieben, wobei die Beziehungen zwi-
schen Spannungen und Verzerrungen durch das Material-
gesetz festgelegt sind. Der an sich komplexe Ubergang
von einem Gleichgewichtszustand 1 in einen anderen
Gleichgewichtszustand 2 wird in einer 2D-Darstellung des
Kraft-Weg-Verlaufs stark vereinfacht dargestellt, wobei ein
Punkt auf der Kraft-Weg-Kurve einen statisch und

Forméanderungen auf dem Kraft-Weg-Pfad
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Bild. 6. Gleichgewichtslagen auf dem Kraft-Weg-Pfad
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kinematisch vertraglichen Zustand des deformierten elas-
tischen Systems anzeigt. Wenn hier die erste Variation in
Form eines Rechtecks angedeutet wird, handelt es sich
tatsachlich um die Variation aller Feldgréf3en, welche die
statischen und kinematischen Bedingungen in jedem
Punkt des Kontinuums erfiillen mussen.

Das Arbeitsgleichgewicht (Energiegleichgewicht) fiir die
duBeren Krifte und die inneren Reaktionen gilt nur fiir
einen statisch und kinematisch vertraglichen Zustand.

5(4,-4)=0
Dieser Zustand ist in den Punkten 1 und 2 auf der Kraft-
Weg-Kurve gegeben und auf dem Kurvenzug zwischen
diesen Punkten. Der Ubergang von einer Gleichgewichts-
lage 1 zu einer benachbarten Gleichgewichtslage 2 ist mit
der ersten Variation des Potentials nach einer FeldgréRe
nicht méglich, weil die andere FeldgréRe nicht mit variiert
wird. Es wird zwar eine Gleichgewichtslésung erreicht,
aber kein kinematisch vertraglicher Zustand bzw. eine
kinematisch vertragliche Lésung, die nicht statisch vertrag-
lich ist.

4.2,

Wenn die erste Variation zu einer vertraglichen Ldsung
fuhren wirde, mussten die mit der Deformationsmethode
und mit der Kraftmethode erzielten Lésungen exakt tber-
einstimmen. Die auftretenden Diskrepanzen zwischen den
Lésungen beider Verfahren haben zu erheblichen An-
strengungen gefiihrt, gemischte und hybride Verfahren zu
entwickeln. Letztlich hat sich jedoch die Deformationsme-
thode durchgesetzt, die sich nur auf die erste Variation
beschréankt. Die Verschiebungsansdtze machen die kine-
matischen Variablen zu Bestimmten.

Das auftretende Problem soll an einem Beispiel erlautert
werden. Bei der FE-Berechnung eines dinnwandigen
Flachentragwerks werden mit Elementen, die auf einem
reduzierten ebenen Modell beruhen (CLT, FSDT) die
Knotenverschiebungen des Tragwerks ermittelt. Wenn die
L&sungen einer FE-Rechnung mit CLT-Ansatzen vorlie-
gen, ergibt ein an beliebiger Stelle gefiihrter virtueller
Schnitt in der Regel eine Klaffung. Das Kontinuumsprinzip
lasst solche Klaffungen im verformten Kérper nicht zu. Die
Dehnungen mussen einen kontinuierlichen Verlauf tber
die Schnittgrenzen hinweg haben und die Schnittkrafte in
den Schnittufern missen nach dem Wechselwirkungsge-
setz gleich groR sein. Wenn Klaffungen in den Dehnungen
auftreten, treten auch ungleiche Schnittkrafte auf und
umgekehrt. In Bild 7 sind die Klaffungen in den Span-
nungsverteilungen aufgrund einer Klaffung im Dehnungs-
zustand dargestellt. Diese missen geschlossen werden,
indem die Verteilungen so variiert werden, dass sie bezig-
lich des virtuellen Schnitts einen vertraglichen Zustand
liefern. Die Vertraglichkeit ist dann gegeben, wenn die mit
den Spannungsverteilungen tber das Materialgesetz

Die zweifache Variation
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Bild. 7. Gleichgewichtsspannungen auf dem Kraft-Weg-
Pfad
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verknupften Dehnungsverteilungen in der virtuellen
Schnittfldche eine gemeinsame Spur haben.

Die Formanderungsarbeit darf sich wegen des Energieer-
haltungsgesetzes dabei nicht dndern.

Die Erfullung der inneren Randbedingungen in Form des
kinematischen Zusammenhangs der deformierten Schnitt-
kérper (Theorie I1.Ordnung) fiihrt zu Gradienten der Span-
nungskomponenten, die der Ausgangslésung Uberlagert
werden missen, unter der Voraussetzung des Superposi-
tionsgesetzes. Dabei gilt das Prinzip, dass die Uberlage-
rung von Gleichgewichtslésungen zu einer neuen Gleich-
gewichtslésung fihrt und dass die Uberlagerung kinema-
tisch kompatibler Zustdnde zu einer kinematisch vertragli-
chen Lésung fuhrt. Die Gradienten von drei Schnittgrup-

pen sind fur G,,0,,Tyy in Bild 8 dargestellt.

Uberlagerung der ersten drei Eigenspannungsgruppen

1w

[:
1 £
[:

) woy

-160 -100 -50 . 0 100 150

—o—s-x-3
—A—$-x-3

——5-x-3

—8—s5-X-2

—*—s-X-2

©0— 8-X-2

—— s-xy-1

N/mm2 = sy-1

——s-x-1

Schnittebenen 3
-1,5 // Z- 2
1

2l v\

Bild. 8. Uberlagerte kompatible Spannungsgruppen

4.3.

Die sich ergebenden Spannungsverteilungen weichen
deutlich von denen ab, die mit dem 2D-Element berechnet
wurden. Im Gegensatz zu diesem werden hier die kinema-
tischen Randbedingungen der Zustandsgréen in Dicken-
richtung erfillt. Im 2D-Element kénnen Randbedingungen
in Dickenrichtung gar nicht definiert werden, weil aufler-
halb der Bezugsflache keine Variablen definiert sind. Mit
dem 2D-Modell wird der Koérper als Flache idealisiert,
Variable sind nur in den Punkten der Flache definiert.

Fur ein zugbelastetes symmetrisches und ausgeglichenes
Winkellaminat mit einem Schichtaufbau [+45,4,-454]s erge-
ben sich bei einachsigem Zug die Dehnungsverteilungen
entsprechend Bild 9 im Vergleich mit der CLT.

Spannungen im deformierten Korper
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Bild. 9. Dehnungsverteilungen im Winkellaminat

Im Vergleich dazu wird die FE—L(js,ung2 mit natdrlichen
Kraftrandbedingungen in Bild 10 gezeigt.

Bild. 10. Verwdlbter Querschnitt im Winkellaminat

Der Wélbzustand am Rand des Laminatkorpers ist gut zu
sehen. Jeder Verschiebung auf der einen Symmetrieseite
ist eine gegensinnige Verschiebung auf der anderen Seite
zugeordnet. Im 2D-Modell ist kein Eigenverhalten erfasst.
Daher sind die Dehnungen im gesamten Querschnitt kon-
stant. Der Spannungsverlauf stellt sich im deformierten
Kérper dhnlich dar (Bild 11). Man beachte die gegeniber
der 2D-Schichtentheorie stark verdnderten Verhéltnisse.
Der Verlauf der Schubspannungen zeigt ebenfalls den
Einflu der Wolbkrafte.

o
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Bild. 11. Spannungsverteilungen im Winkellaminat
(CLT,3D)

Die Spannungsverteilungen zeigen sehr anschaulich die
Bedingungen fiir die Spannungsgradienten in den Punkten
des deformierten Querschnitts (Gl.1.1). Wenn ein Gradient
sehr klein ist, kann aus der Gleichgewichtsbeziehung
direkt abgeleitet werden, dass die beiden verbleibenden
Spannungsgradienten einen gegenlaufigen Verlauf haben
mussen. Dies entspricht den elementaren Betrachtungen
der Balken- bzw. Plattenbiegung, die auf eine antiklasti-
sche Biegeverformung in Querrichtung hinweist.

Zum Vergleich sollen die Dehnungs- und Spannungsver-
teilungen im zugbelasteten ANISO-Laminat mit dem Auf-
bau [0,/+45/0,/-45/0/90]s gegeniibergestellt werden (Bil-
der 12 und 13). Der Kérper weist eine starke Schubver-
formung in der y-z-Ebene auf, was an den Dehnungsver-
teilungen erkennbar ist. Bei den Spannungsverteilungen
ist der Einfluss der sprunghaften Anderungen der Steifig-
keiten im Laminatquerschnitt zu sehen. Die Spannungs-
gradienten haben auch hier eine deutlich gegenlaufige
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Tendenz.
\ Strain distribution in the ANISO-Laminate |
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Bild. 12. Dehnungsverteilungen im ANISO-LAminat

‘ Stress distribution in the ANISO-Laminate
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Bild. 13. Spannungsverteilungen im ANISO-LAminat

5. QUERSCHUBSPANNUNGEN

Die orttlichen Querschubspannungskomponenten ergeben
sich aus der Integration Uber die Spannungsverteilungen
von den freien Randern bis zum Ort des virtuellen
Schnitts. Das Gleichgewicht der Schubspannungen erfor-
dert, dass die Integration in beiden Schnittufern denselben
Spannungswert ergibt. Das gilt ungeachtet der unter-
schiedlichen Verteilungen beidseits der Schnittflache. Da
die berechneten Grélen Komponenten eines Spannungs-
vektors sind, muss die Resultierende berechnet werden.
Der Verlauf der Querschubresultierenden zeigt die Quer-
schubbeanspruchung im Querschnitt des Laminats an, die
interlaminaren Schubreaktionen (Bild 14).

_ 2 2 2
(1.2) TRCS—JTZX-i-T:y-FTxy
Zwischenschichtreaktionen
0,5
z " o fosiasos, oz
0,4 - /A ;
0,3
0 £ 2
0,1
0
0,79 2 00
N/mm?
-0,2
-0,3 %
0.4 A we
-0,5 Hauptsp ANISO
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Bild. 14. Interlaminare Spannungen im Winkellaminat

Trotz der divergierenden Spannungsverteilungen (Bilder
11,13) ergibt sich bei der Integration der vertraute parabo-
lische Verlauf, der von der Anwendung der Kusinenformel
her bekannt ist. Zahlreiche Rechnungen haben ergeben,
dass bei einachsig belasteten symmetrischen Laminaten
immer eine dhnliche parabolische Verteilung zu erwarten
ist, bei Uberlagerung weiterer Beanspruchungskomponen-
ten ergibt sich jedoch ein stark veranderter Verlauf.

5.1.

Da die Querschubspannungen im gesamten Volumen des
deformierten Kérpers verteilt sind, missen ihre Wirkungen
auch an Schaden erkennbar sein, wenn die Schubspan-
nungen die Festigkeitsgrenzen ubersteigen. Bei thermi-
scher Zyklierung wurden schon frithzeitig flachige Rissbil-
dungen beobachtet. Aber diese wurden als Spezialfall
angesehen, weil in diesem Fall die Wirkung von Eigen-
spannungen vorausgesetzt wurde.

Die Wirkung von Querschubspannungen

Das Festigkeitsproblem in diinnwandigen Faserverbundtragwerken
M. Piening

5.2.

Fir jeden deformierten elastischen Kérper kénnen Quer-
schubspannungsverteilungen und Wélbdehnungen be-
rechnet werden. Bei Uberlagerten Lastfallen bzw. mehr-
achsigen Beanspruchungen Uberlagern sich die Quer-
schubspannungen, die durch die Einzelwirkungen verur-
sacht sind entsprechend dem Satz von CLAPEYRON.

Um einen Eindruck zu vermitteln, wie sich die anisotropen
Kopplungen dabei auswirken, sind die Querschubspan-
nungsverteilungen in einem einachsig belasteten Kérper

Abhidngigkeit von anisotropen Kopplungen

Transverse Shear in Off-Axis-Laminates

0,5 .
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Bild. 15. Rissbildungen in einer [04,904,04]- Zugprobe mit
zunehmender Lastwechselzahl 2-10* —1-10°

Eigenspannungen infolge mechanischer Belastung wur-
den ausgeschlossen und waren in den 2D-Modellen auch
nicht vorgesehen. Hierzu gibt es jedoch Untersuchungen,
die an Ermudungsproben eines 12-schichtigen symmetri-
schen Laminats durchgefiihrt worden sind*. Die fortschrei-
tende Zerruttung der Matrix in einer Probe aus T300 /

914C mit dem Aufbau [0,,90,,0,]bei R= -1 bei einer

43 Y4

oberen Spannung von 800 N/mm? &uRert sich in zuneh-
mender Dichte der Querrisse (Siehe Kap.5.5).

Mit zunehmender Lastwechselzahl wéachst die Rissdichte
und die Schadigungen wachsen zusammen. Angesichts
des vorhandenen orthotropen Laminataufbaus ohne Win-
kellagen kdnnen keine groflen Querschubspannungen
vermutet werden. Umso interessanter sind die vorliegen-
den Versuchsergebnisse, weil sie zeigen, dass Quer-
schubspannungen allgemein auftreten und nicht auf Son-
derfélle zurlickzufuhren sind.

Bild. 16. Querschubspannungen bei Off-Axis-
Faserorientierungen

(Einzelschicht) fur verschiedene Faserorientierungen
aufgetragen (Bild 16). Bei der 45°-Orientierung ergeben
sich die gréRten Querschubspannungen, wahrend sie bei
der 0°-Orientierung nahezu (aber nicht ganz!) verschwin-
den. Der letztgenannte, scheinbar belanglose Sonderfall
soll nun naher beleuchtet werden, denn er betrifft die Ver-
héltnisse in Faserstréangen.

5.3.

Es besteht die verbreitete Annahme, dass in einem in
Belastungsrichtung ausgerichteten Faserstrang keine
Querschubspannungen vorhanden sind. Dies ist jedoch
keineswegs der Fall. Zwar sind die Schubspannungen im
Vergleich ziemlich klein, jedoch bewirken sie, dass in
keinem Fall die nach der Mischungsregel berechnete
Faserfestigkeit erreicht wird" (Siehe Kap.1). Mit den
Schubspannungen wird ein Versagensmodus wirksam,
der nicht durch die Faserfestigkeit bestimmt ist, sondern
durch die Festigkeitsgrenzen des Bettungsmaterials
(Bild 17). Bei den Fasertypen T300 und T800 wurden bei
den gemessenen Bruchspannungen die Harzschubfestig-
keiten (TAB 1) erreicht oder Uberschritten, wie die Rech-
nung an einem zugbelasteten 0°-Laminat ergab. Bei den
hochsteifen Fasertypen ergab sich diese gute Korrelation
jedoch nicht.

Abhéangigkeit von den Fasereigenschaften
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Querschubspannungen bei einachsiger Beanspruchung

Bild. 17. Querschubspannungen im 0°-Laminat

5.4. Der EinfluB der Schichtenfolge

Der Einflul der Schichtenfolge ist derart komplex, dass
die Abhéngigkeiten nicht an wenigen einfachen Beispielen
erlautert werden kdnnen. Schon bei der Auswahl der Ver-
suchsproben, die im Rahmen der Schadensmechanik im
Institut fur Strukturmechanik untersucht werden sollten,
ergab sich wegen des extrem groflen Aufwandes die
Schwierigkeit, typische und verallgemeinerbare Beispiele
zu finden. Aufgrund der Erfahrungen, die mit Rechnungen
mittlerweile gewonnen werden konnten, wird diese
Schwierigkeit versténdlich.

Da angesichts der unbekannten Zusammenhange bezig-
lich des Eigenverhaltens und der vorherrschenden Auffas-
sung, man misse in jeder zu erwartenden Belastungsrich-
tung Fasersteifigkeiten- und Festigkeiten anordnen, aus-
sagekraftige Beispiele schwer zu definieren waren, wur-
den ein quasi-isotropes Laminat (QUASI) und ein mehr
nach akademischen Gesichtspunkten gewahltes faserdo-
miniertes Laminat (ANISO) untersucht.

[0./+45/0,/-45/0/90]s = ANISO
[02/+45,/-45,/90,]s = QUASI

Auf das ANISO-Laminat wurde bereits in den Bildern 12
und 13 eingegangen.

5.5.

Im Querschnitt des ANISO-Laminats zeichnete sich mit
zunehmender Lastwechselzahl ein Rissmuster mit in Di-
ckenrichtung unterschiedlich verteilter Rissdichte ab. Die
Anzahl und die Dichte der Risse sind abh&ngig vom Last-
niveau und der Lastwechselzahl. In Bild 18 ist die Auswer-
tung der Rissdichte dargestellt. In den aufien liegenden
+45°-Schichten ist die Rissdichte deutlich geringer als in
den weiter innen befindlichen -45°-Schichten.

Matrixrisse und Dehnungskriterium

Das Festigkeitsproblem in dinnwandigen Faserverbundtragwerken

M. Piening

Specimen N: 903/ 3
Stacking sequence [ 0;+45; 05-4570°90°1 s
Loading:400 N/mm¢ R=-1, 8-105L.C.

Bild. 18. Rissverteilungen im ANISO-Laminat

Dies ist ein deutlicher Hinweis auf die Verteilungen der
Querschubspannungen entsprechend Bild 14. Die Wir-
kung der Querschubspannungen hat zu einer zunehmen-
den Zerrittung der Matrix gefiihrt.

Die Rif3bildung ist neben dem Belastungsniveau und der
Lastwechselzahl von der Schichtenfolge und den
Faserwinkeln in den Einzelschichten abhéangig,
abgesehen vom Fasermaterial und den Eigenschaften des
Harzes sowie den Bindungen zwischen diesen. Die Vielfalt
der Abhéngigkeiten macht es unmdglich, die typischen
Einflisse auf wenige anschauliche Beispiele zu
reduzieren.

In Bild 19 ist der Verlauf der Querschubspannungen im
ANISO-Laminat schematisch eingezeichnet.

o =400N/mm’, R=-1, 8,0-10°L.C.

Bild. 19. Querschubspannungen im ANISO-Laminat®

In Bild 20 ist der Mechanismus der Querschubspannun-
gen und ihrer Wirkung ebenfalls schematisch dargestellt.
Die Schubspannungen verursachen Risse sowohl quer
durch die Einzelschichten wie auch in den Grenzflachen
zwischen den Schichten. Wahrend die Schichtrisse bis zur
néchsten Grenzflache laufen, kénnen sich die Risse in
den Grenzflachen unbehindert ausbreiten. Wenn sie zu-
sammenwachsen, findet eine Ablésung in der Grenz-
schicht statt, die sich zur gro3flachigen Delamination aus-
weiten kann.
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Bild. 20. Querschubmechanismus und RiRentstehung

Mit der Trennung in Teilschichten verandert sich das ge-
samte Strukturverhalten und in der Regel kann der Kérper
die urspriingliche Aufgabe nicht mehr erfiillen. Unter Be-
triebslasten ist die Rissbildung meistens erkennbar und
sollte auch hinsichtlich der drohenden Delaminationsge-
fahr entsprechend bewertet werden. Um die Wahrschein-
lichkeit von Delaminationen herabzusetzen, werden die
Dehnungen in der Struktur empirisch begrenzt, indem
Grenzen fur die zuldssigen Dehnungen festgelegt werden.
Da dies bei einer 2D-Modellierung nur mit integralen Deh-
nungen geschehen kann, ist diese Verfahrensweise &u-
Berst ungenau. Die obigen Beispiele zeigen, dass die
integralen Dehnungen kein brauchbarer Indikator fiir die
tatsachlichen Spannungsverteilungen sein kénnen. Diese
héngen in hohem Male davon ab, welche anisotropen
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Kopplungen im Laminatquerschnitt vorhanden sind.
5.6.

Die Ergebnisse der umfangreichen Arbeiten auf dem Ge-
biet der Schadensmechanik sind in Bergmann etal.* nie-
dergelegt. Bei statischen Versuchen an Laminatproben mit
unterschiedlichem Schichtenaufbau (Schichtfolge und
Faserorientierung) wurde eine starke Abhangigkeit der
Bruchfestigkeit (Laminat-Bruchfestigkeit) von der Proben-
breite beobachtet®. Die Bruchspannungen sind als Lami-
natspannungen definiert und haben daher keinen Zusam-
menhang mit den im Laminatkérper vorhandenen realen
Spannungsverteilungen. Die Versuche wurden ebenfalls
mit den Laminaten QUASI und ANISO durchgefiihrt, mit
unterschiedlichem Matrix- und Fasermaterial.

Der EinfluB der Faserorientierung

Auffallig sind die unterschiedlichen Abhangigkeiten im
Vergleich. Schon bei Zugbelastung ergibt sich ein grof3er
Festigkeitsunterschied, wenn bei gleichem Fasermaterial
(T800) unterschiedliche Matrixsysteme Verwendung fin-
den. Dies deutet darauf hin, dass der Einflul® der Matrix
auf die Festigkeit sehr viel gréRer ist als es die Mischungs-
regel ergibt (Kap.5.3). Der Vergleich (Bild 21) der beiden
Laminate mit Epoxidharz zeigt ein Festigkeitsverhaltnis
ANISO/QUASI von 2,6 bei Zug- und von 3 bei Druckbelas-
tung fur kleine Probenbreiten. Bei Verwendung des Bis-
maleimidharzes ergibt sich entsprechend das Verhéltnis
von 3 bei Zug- und von 2 bei Druckbelastung, mit Polyi-
midharz von 2,4 und 1,7.

800 =z =

o4 —_—— e
| e e
6001 —d
4001 [05/+455/-453/905 ) . ’
—o0—T1300/914C g’ﬁzcs’"l
200 ——a-—T600/5250-2
—--0—-=T800/CPI 2274
0 I | | ! I | |
0 40 80 120 mm 160
W —-
600
QUASI 109/+458/-455/303)
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N/mm - ——o0—T300/914C
400 \;\ _ —~2-—T800/5250- 2
~ —-—0~-~T800/CP1 2274
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0 | | | ] { ] !
0 40 80 120 mm 160

Bild 21. Bruchspannungen in den Laminaten ANISO und QUASI in Abh&ngigkeit von der Probenbreite [DLR 92].
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Bild. 22. Korrelation der gemessenen Bruchspannungen mit den gerechneten Querschubspannungen. Die Querschub-
spannungen missen dabei mit den Ergebnissen bei geringer Probenbreite verglichen werden.

Die in Bild 22 rechts gezeigten gerechneten Querschub-
spannungsverteilungen in den beiden verglichenen Lami-
naten weisen nahezu dasselbe Verhaltnis (3,05) auf wie
die gemessenen Bruchspannungen der schmalen Proben.
Mit zunehmender Probenbreite tritt bei beiden Laminaten
ein massiver Einbruch in den Bruchspannungen auf. Die
Gradienten sind jedoch unterschiedlich groR.

Der starke, aber unterschiedliche Abfall der Festigkeiten
mit wachsender Probenbreite macht deutlich, dass auch
in der Fldche Wolbspannungen vorhanden sind. Diese
sind jedoch hier nicht der Gegenstand der Untersuchung,
denn es wurde davon ausgegangen, dass die eingeprdgten
Krdfteverteilungen in der Fldche bereits bekannt bzw.
ausreichend genau berechnet sind. Der Breiteneffekt
macht deutlich, dass auch in der Fliche eine zweite Vari-
ation durchgefiihrt werden muss.

Der Festigkeitsabfall ist beim QUASI-Laminat weniger
stark ausgepragt als beim ANISO-Laminat. Den Grund
daftir kann nur die Berechnung der Wélbspannungen in
der Flache liefern. Die Abh&ngigkeit der gemessenen
Bruchspannungen von der Probenbreite wird als ,Breiten-
effekt’ bezeichnet.

6. VERSAGEN DURCH SCHUBSPANNUNGEN

6.1.

In Bild 23 ist die Abh&ngigkeit der Bruchspannungen von
der Anzahl der Lastwechsel aufgetragens. Waéhrend das
unidirektionale 0°-Laminat mit zunehmender Lastwechsel-
zahl nur wenig abfallt, ist bei den multidirektionalen Lami-
naten ein deutlicher Einbruch in der Ermidungsfestigkeit
erkennbar. Wenn starke Schubkopplungen im Verbund
durch Off-Axis- Orientierungen vorhanden sind, ist der
Festigkeitseinbruch besonders grof3.

Warum ist ein Rotorblatt ermiidungsfrei?

A (0]
[0,90]

(0}

max
G()
Gewebe

[0,+45, 90]

logN ——

Bild 23. Ermudungsfestigkeit in Abhdngigkeit vom
Laminataufbau®

In Bild 24 sind die zugeordneten Querschubspannungs-
verteilungen bei einachsiger Zugbelastung dargestellt. Flr
Gewebe sind keine zuverlassigen Daten verfugbar, daher
ist das Gewebe im Vergleich nicht beriicksichtigt. Die sehr
viel gbéReren Querschubspannungen im quasiisotropen
[0,-45,+45,90]- Aufbau korrelieren mit dem starken Festig-
keitsabfall. Da ein direkter Zusammenhang zwischen der
GroRe der Querschubspannungen und dem Laminatver-
sagen durch Ermidung besteht, ist die Auslegung mit
einem unidirektionalen Faserquerschnitt eine zwingende
Voraussetzung fur ein stark schwingbeanspruchtes Bauteil
wie das Rotorblatt eines Helikopters. Dass Faserverbund-
strukturen ein giinstigeres Ermiidungsverhalten aufweisen
als metallische Strukturen, trifft nur auf unidirektionale
Verbunde zu, die in Lastrichtung orientiert sind.

0,5
z -3
0.4
-2
03
0,2 1
0,1
0 N/mm?
o1 100 200 300 400 500 600
-0,2
-0,3
1=0°
04 2= (0-90)s
! 3=(0,45,-45,0)s
-0,5

Bild 24. Querschubspannungsverteilungen bei einachsi-
gem Zug im Vergleich (Beispiele Bild 23)
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Die Ermidungseigenschaften héngen fast ausschlief3lich
von den Schubspannungsverteilungen ab.

6.2. Spannungsrechnung und Versuche

Die Berechnung des Festigkeitsverhaltens kann, wenn ein
direkter Zusammenhang zwischen den Querschubspan-
nungen und dem Versagen des Faserverbundbauteils
nachgewiesen ist, auf die Ermittlung der Spannungsvertei-
lungen beschrankt werden. Denn fir den Entwurf gelten
relative Aussagen, die durch exemplarische Eckversuche
validiert werden kénnen. Vor allem erlbrigt sich dann die
mit Unsicherheiten behaftete Anwendung nicht abgesi-
cherter Versagenskriterien, die im Gegensatz zu den
Spannungsverteilungen keine physikalische Grundlage
haben. Mit dem Zusammenhang zwischen Querschub-
spannungsverteilungen und Versagen steht zum ersten
Mal ein rein physikalisches Kriterium zur Verfugung. Hier-
zu einige Laminatvergleiche:
Zug-Druck-Wechselbelastung, R=-1, (Teil1):

N/mm?

700i [04]

600 -] \\
. ~.
2 500 ~.
4 4004 ~. 10,,90,0,,+45,0,-451
2 .
® 3004 o~
£ ™~
g
= 200
2

100 = [+45.-45]

—_N' T T T T
0 30 .0 50 60  logN

Number of cycles to failure

Bild 25. Ermudungsfestigkeit in Abhangigkeit vom 0°-
Anteil (Laminate 1,2,4)"

In welchem Ausmal die Ermudungsfestigkeit von dem
Anteil der in 0°-Richtung orientierten Fasern abhangt, wird
in den Zeitfestigkeitskurven fur je ein faserdominiertes, ein
multidirektionales und ein matrixdominiertes Laminat deut-
lich (Bild 25). Obgleich 10 von 16 Schichten im multidirek-
tionalen Laminat in 0°-Richtung orientiert sind, fallt die
Ermudungsfestigkeit gegenuber dem rein faserdominier-
ten 046 -Laminat drastisch ab. Bei dem matrixdominierten
[+45,-45]4s-Laminat ist die niedrige Festigkeit als typisch
anzusehen und muf} im Zusammenhang mit den ver-
gleichsweise sehr groRen Schubdehnungen (siehe Quer-
kontraktion) bewertet werden. Entsprechend der Gruppie-
rung der Zeitfestigkeitskurven stehen auch die in den
deformierten Korpern verursachten Querschubspannun-
gen im Verhaltnis zueinander (Bild 26).

Das Festigkeitsproblem in dinnwandigen Faserverbundtragwerken

M. Piening
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Bild 26. Vergleich der Querschubspannungen6
(Laminate 1,2,4)

Zug-Druck-Wechselbelastung, R=-1, (Teil2):
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Bild 27. Ermiudungsfestigkeit multidirektionaler und quasii-
sotroper Laminate (3,4,5)

Der Vergleich der Ermidungsfestigkeiten von zwei multidi-
rektionalen Laminaten mit einem 0°-Anteil von 62,5% mit
einem quasi-isotropen Laminat mit einem 0°-Anteil von
25% (Bild 27) zeigt bei Versuchen eine erheblich héhere
Streuung bei den multidirektionalen Laminaten. Hieraus
wurde bei der Auswertung geschlossen, dass sich die
Schéadigungsmechanismen in einem faserdominierten
Laminat weitgehend unkontrollierbar erweisen. Die Analy-
se der zu diesem Zeitpunkt noch nicht verfliigbaren Quer-
schubspannungsverteilungen weist jedoch auf einen ein-
deutigen Einfluf® der Schichtfolge hin. Auch haben schon
geringe Abweichungen der Fasern von der Belastungs-
richtung einen erheblichen Einbruch bei der Ermidungs-
festigkeit zur Folge. Auf jeden Fall wird deutlich, dass es
nicht ausreicht, einen groRen Faseranteil in Belastungs-
richtung anzuordnen, um einen so genannten faserge-
rechten Entwurf zu erzielen.

Die Verhaltnisse der zugehdérigen Querschubspannungen
ergeben sich nahezu deckungsgleich (Bild 28). Hier wird
deutlich, dass der quasi-isotrope Laminataufbau in héchs-
tem Male ermudungskritisch ist. Dies widerspricht der
verbreiteten Auffassung, mit einem quasi-isotropen Lami-
nat kbnne man ,nichts falsch machen, wenngleich es auch
nicht fasergerecht ist. Ein unginstiger Laminataufbau
kann die Ermidungsfestigkeit erheblich beeintrachtigen.
Die Optimierung der Faserorientierungen und Schichtfol-
gen fiir die zu erwartenden Lastfalle wird damit zu einem
wesentlichen Bestandteil des Laminat-Entwurfs.
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Bild 28. Vergleich der Querschubspannungen6
(Laminate 3,4,5)

7. DER FASERGERECHTE ENTWURF

Die Festigkeit der Fasern spielt bezliglich der Festigkeit
von Mehrschicht-Faserverbundbauteilen nur eine unterge-
ordnete Rolle. Die von der Belastung, der Schichtfolge
und den Faserorientierungen abhangigen Querschub-
spannungen begrenzen das Tragvermdgen unter Be-
triebsbedingungen. Dies macht die Ausnutzung der (iber-
legenen Fasereigenschaften gré3tenteils zunichte. Eine
Verbesserung der Festigkeitseigenschaften ist nur in dem
MaBe méglich, wie sich die Querschubspannungen mini-
mieren lassen

8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Die Anforderungen, welche durch die Festigkeitsvorhersa-
ge an die Berechnung gestellt werden, sind nicht mit den
Mitteln der herkdmmlichen Modellmechanik erfillbar.
Anstelle der Bedingungen am unverformten Kérper sind
die ortlichen Bedingungen im verformten Kérper zu erful-
len. Die Grundlage fur die Berechnung der Spannungen
und Dehnungen liefert die allgemeine Elastizitatstheorie.
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