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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Eigenschwingverhalten des mittels Mehrkérpermechanik diskretisierten
Ersatzmodells eines integral gefertigten Axialverdichterlaufrades. Eine Modellierung entsprechend dieses Ansatzes
eignet sich in besonderem Mal} fir qualitative Untersuchungen eines schwingenden Systems hinsichtlich der bei ver-
stimmten Laufradern auftretenden Schwingungserscheinungen. Das dieser Arbeit zugrunde liegende aquivalente
Bliskmodell besitzt zwei Freiheitsgraden je Modellsektor, wobei je ein Freiheitsgrad der Schaufel- beziehungsweise
Scheibenmasse zugeordnet wird. Es wird eine Methodik vorgestellt, welche es ermdéglicht, die Eigenfrequenzen und
deren zugehdrige Eigenformen fir ein unverstimmtes, aquivalentes Bliskmodell mit beliebiger Sektorenanzahl analytisch
zu bestimmen. Hierfur ist die zyklische Strukiur der Systemmatrizen von zentraler Bedeutung. Das Ergebnis kann an-
schlieflend als Verifizierungsgrundlage fur die, bei verstimmten Systemen, verwendeten numerischen Modelle herange-
Zogen werden.

1. NOMENKLATUR

1.1.

EBM
FHG
KD

1.2

oo

R R
woa o
o

[a]

Mew oz g

FoH

sec
1.5.

EW

Abkiirzungen

equivalent blisk model
Freiheitsgrad
Knotendurchmesserlinie

Lateinische Symbole

Konstante

Kraft

Imaginare Einheit
Schaufelsteifigkeit
Koppelsteifigkeit
Scheibensektorsteifigkeit

Masse

Schaufelanzahl

Variable der Zeit
Verschiebungskoordinate

Erste Zeitableitung der Verschie-
bungskoordinate

Zweite Zeitableitung der Verschie-
bungskoordinate

Griechische Symbole

]
]
]
[rad/s]

—r—r—

Indizes

Substitutionsvariable
n-te Einheitswurzel
Kreiszahl
Eigenkreisfrequenz

Schaufel
Scheibe
Schaufelindex
Sektor

Vektoren und Matrizen

Nullmatrix
Einheitsmatrix
Eigenwertproblem in Blockmatrizen-

809

schreibweise

Dampfungsmatrix

Steifigkeitsmatrix

Massenmatrix

Nullvektor

Vektor der Verschiebungskoordinaten
Eigenvektor

o Ix o 2 = -

2. EINLEITUNG

Reale Bauteile mlssen aufgrund ihrer Komplexitat stark
vereinfacht werden, um sie fiir strukturmechanische Un-
tersuchungen beherrschbar zu machen. Im Rahmen der
Modellbildung wird dabei mit Hilfe von ldealisierungen und
Vereinfachungen ein abstraktes Abbild der Wirklichkeit
geschaffen, welches stellvertretend fir das urspriingliche
System zu analysieren ist. Grundsétzlich unterscheidet
man bei der Modellierung zwischen Mehrkérpermodellen,
Finite-Elemente-Modellen und kontinuierlichen Modellen,
wobei die Wahl des Modells mal3geblich von der Frage-
stellung der Untersuchung abhangig ist.

Das reale Axialverdichterlaufrad stellt ein kontinuierliches
Schwingungssystem dar und besitzt somit eine unendliche
Zahl von Freiheitsgraden. Soll dieses Bauteil zum Beispiel
in Hinblick auf sein Eigenschwingverhalten untersucht
werden, ist es notwendig die Anzahl der Freiheitsgrade zu
reduzieren, da Kontinua nur fir sehr einfache geometri-
sche Formen (z.B. Balken, Platte) eine analytische Ldsung
liefern [1].

Im Fall des d&quivalenten Bliskmodells' wird ein
Axialverdichterlaufrad als Mehrkdrpersystem diskretisiert.
Zentrale Elemente eines Mehrkérpersystems bilden starre,
massebehaftete Korper, masselose Koppelelemente und
starre, reibungsfreie Bindungselemente. Fir die Uberfih-
rung des realen Systems in das abstrakte Mehrkérpersys-
tem ist es erforderlich schrittweise alle notwendigen Mo-
dellparameter zu ermitteln und sie anschlieltend zu quanti-

' Der Begriff Blisk (englisch fur blade integrated disk) beschreibt
ein integral gefertigtes Axialverdichteraufrad.
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fizieren. Dieser Prozess der Parameterentwicklung wird
ausflhrlich in [2] beschrieben. Nach der Reduktion stehen
jedem Scheiben- beziehungsweise Schaufelsektor der
zyklisch rotationssymmetrischen Struktur ein Freiheitsgrad

zur Verflgung.
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BILD 1. Agquivalentes Bliskmodell (EBM) nach [2]

Das aquivalente Bliskmodell (EBM) nach [2] wird hinsicht-
lich einer Méglichkeit untersucht, die Systemeigenwerte
und Eigenformen fur Systeme auf analytischem Weg zu
ermitteln. Bedient man sich im Rahmen dieser Aufgaben-
stellung der konventionellen Methode, die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms zu bestimmen stdélt man
bereits bei der fur praktische Belange uninteressanten
Anzahl von 2 Sektoren, was einer Anzahl von 4 Freiheits-
graden entspricht, an die Grenze der analytischen Ldsbar-
keit. Um die Ldsbarkeit umfangreicherer Systeme zu ge-
wahrleisten, ist es notwendig, die hier vorliegende zykli-
sche Rotationssymmetrie in die Uberlegungen mit einzu-
beziehen.

3. DEFINITION DES MODELLSPEZIFISCHEN
EIGENWERTPROBLEMS

Das EBM besitzt eine endliche Anzahl von Freiheitsgra-
den, welche untereinander durch Federn und Dampfer
gekoppelt sind. Durch Freischneiden der
Mehrkdrperelemene (BILD 1) und Anwendung des Im-
pulssatzes lasst sich das Differentialgleichungssystem
herleiten (1), welches als Grundlage fur die Ermittlung der
Eigenschwingungsgroiien des EBM bendtigt wird. Jedem
Massenelement des EBM steht nur ein translatorischer
Freiheitsgrad zur Verfigung.

M + DX + Kx = 0 (1)
Werden die Systemfreiheitsgrade nach Schaufel- bezie-
hungsweise Scheibenzugehdrigkeit geordnet, ergeben
sich der Freiheitsgradvektor (x) sowie die Massen-,
Dampfungs- und Steffigkeitsmatrix (M, D, K) wie folgt:

Xp1
_ |*oN (2)
X=lgi|
Xe.NzNx1)
Mgec 0 0 E
0 0 0
0 0 Mmge !
|7 e [ R B L SBE o e
jm, 0 O ' (3)
0 A | ||
y 0 0 my (ZNx2N)
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dpy +dgee 0 0 !
S S 0 ___1
D= 0 0 dpx +dsec:
T —dp, 0 0 i
0 0 ]
0 0 —dpn
(4)
—d,, 0 0
0 0
0 0 —dyn
Tl 00 ;
0 0
0 0 dpn (ZNXZN)
[k, -k, O 0 -k E
-k, k, k. 0 0 o
0 0 : !
i 0 0 !
0 0 0 -k, ky_y ke !
K=| e 0 0 __ ke ky i
—kps O 0
0 i
1
[}
1
[}
0o !
0 0 —kpy |
—kp, O 0 7 (5)
0
0
0 0 —Kpn
ks O 0
0
0
0 0 kpn 2N xzN)

wobei k; = kgoo + 2+ ketky,

Im hier vorliegenden Fall werden freie Schwingungen
betrachtet, weshalb die rechte Seite des Gleichungssys-
tems gleich dem Nullvekior ist. Das so beschriebene ho-
mogene, gewdhnliche, lineare Differentialgleichungssys-
tem zweiter Ordnung berlicksichtigt sowohl Kopplungs- als
auch Dampfungserscheinungen zwischen den einzelnen
Freiheitsgraden. Fir die Formulierung des Eigenwertprob-
lems aus der Bewegungsgleichung heraus werden weitere
Vereinbarungen getroffen.

Da sich die Dampfung des Systems ausschliel3lich aus
Materialdampfungstermen zusammensetzt (dy;, dsec =
10~ und somit keinen signifikanten Einfluss auf das
Eigenschwingungsverhalten des Schwingers hat, wird
diese vernachlassigt [2]. Die Linearitdt und Homogenitat
der Differentialgleichungen rechtfertigen die Verwendung
des Exponentialansatzes flr die Funktion der Zustands-
grofie:
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ZN

x= ) feelont, (6)

k=1
Das Eigenwertproblem ergibt sich somit zu:
(-Mo? +K)x =0 (7)
Daraus folgt die charakteristische Gleichung:
det (-Mw?+K)=0. (8)

Eine Umstrukturierung der Systemmatrizen und des da-
raus resultierenden Eigenwertproblems in Blockmatrizen-
schreibweise birgt Rechenvorteile, welche man beim spa-
teren Lésen des Eigenwertproblems benétigt. Hierbei
werden Systemmatrizen der Dimension 2 x 2 gebildet,
deren Glieder wiederum aus Matrizen der Dimension
N x N bestehen (9)(10).

M, ©

M=% Mz](zxz) (9)

K, K;

K=l «

](zxz) (o)

Die Besetzung der Untermatrizen M;,M, sowie K; .. K,
stimmt dabei mit dem jeweiligen Quadranten der ur-
springlichen Systemmatrix Uberein.

Den letzten Arbeitsschritt bei der Definition des Eigen-
wertproblems bildet die Zusammenfassung der Summe
aus (7) in eine Blockmatrix EW.

EWx =40
11)
. ~ [EW, EW, (
mit EW = [EW3 EW4]
EW, = - (12)
—Mgeew® + Ity -k, 0 - 0 -k
-k, Mg’ +k;, -k, 0 - 0
0 -k,
(NXN)
—k; O 0
EW, =EW;=| 0 0 (13)
0 0 BN enxny
—mbmz + kb,l 0 0
EW, = 0 0 (14)
0 0

s 2
my +kb,N (NXN)

4. ANALYTISCHE LOSUNG DES MODELL-
SPEZIFISCHEN EIGENWERTPROBLEMS

Der Abschnitt beschreibt eine Methodik, welche es ermdg-
licht, die Eigenwerte und Eigenformen eines zyklisch
symmetrischen Koppelschwingers beliebigen Systemum-
fangs auf analytischem Weg zu ermitteln. Grundlage fur
die folgenden Betrachtungen bildet das Eigenwertproblem
aus (11). Nach der Formulierung des Eigenwertproblems
muss im nachsten Schritt das charakteristische Polynom,
welches sich aus der Determinante von (11) ergibt, be-
stimmt werden. Gemaf [3] erhdlt man die Determinante
einer voll besetzten Blockmatrix durch die multiplikative
Verknlpfung der Determinanten ihrer Hauptdiagonalglie-
der (13), wenn gilt: B oderC = 0.

A B]_
det[c ] = detAdetD (15)

Jedoch sind in der aktuellen Formulierung weder B bezie-
hungsweise EW, noch € beziehungsweise EW, gleich der
Nullmatrix, sodass das Eigenwertproblem an dieser Stelle
zunchst in eine obere und unter Dreiecksform zerlegt
wird:

(18)

EW — [E sz] . [Ew1 —EW,EW,"'EW; 0

¢ EW, EW,'EW; E

Weiter gilt die Produktregel fir Determinanten [3], welche
besagt, dass die Determinante einer Matrix dem Produkt
der Determinanten ihrer zerlegten Teilmatrizen entspricht:

detA = det(B - C) = detBdetC
(17)
mit A=B-C

Durch Anwendung von (17) auf (16) erhdlt man schlief®-
lich:

det(EW) = -
_ -1
det[g sz -det[EWL Efvwff;:; EWs g. (18)
4
\ J\o o %
Y
D1 D2

Was unter Ausnutzung von (15) auf folgende Ausdriicke
fihrt:

D1 = detEdetEW, = det EW, (19)

D2 = det(EW, — EW,EW, " EW;) detE (20)
= det(EW, 1oq)
wobei EW, g = EW; — EW,EW,'EW, .

Der Ausdruck (19) lasst sich ohne grolten Aufwand aus-
werten und liefert als Ergebnis ein Polynom N-ter Ord-
nung:
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D1 = (—mpe? + kp )V 21
Die Auswertung der Determinante aus (20) gestaltet sich
ungleich schwieriger, da hier zusatzlich zu den Hauptdia-
gonalgliedern Nebendiagonalglieder auftauchen. Bei na-
herer Betrachtung wird deutlich, dass die zu Matrix eine
zyklische Struktur aufweist:

rH N 0 0 Nj
N H N 0 0
Ewlfred =10
(22)

LN 0 0 N  Hlnew

it H = Z l"{_ ka

mit H = —m,..0° + m
und N = -k,

Nach [4] ist es mdglich die Determinante einer beliebig
dimensicnierten zyklischen Matrix A Uber den Algorithmus
(23) zu bestimmen:

N-1
detA = | |(ag + g, +gay + o+ g tayoy)
k=0
g A 3dz An—1
AN-1 g dq aAN-z 23)
wobei A =|an-z an-1 4g aAN-3
a dz Az A9 dnxm

2l
und g, =e N .

Ubertragen auf die in (22) beschriebene Matrix ergibt sich
flr deren Determinante ein Polynom der Form.

N-1 iz )
D2 = 1_[ —Mgecw? + K — 2+ £ (—ko)
- ky, —my, w?

* SkN_l (_kc))
(24)

: 2jkm
wobei g, = e~

und a;..ay_; =0

Setzt man die beiden Teildeterminanten D1 und D2 ge-
mark (18) zusammen, ergibt sich das charakteristische
Polynom des Ersatzmodells:

812

N-1 2
= k
(—mbmz + kb)N 4 1_[ —I‘l‘lsec(J\)2 +k —;
e kb—mbmz

25
+ a -k + 8kN_l(—kc)) . =

Es besteht nach wie vor die in (8) beschriebene Forde-
rung nach Singularitdt der Matrix EW, um eine nichttriviale
Lésung fur Eigenwerte und Eigenvektoren zu erzeugen.
Ein direktes Aufldsen, der durch Null setzen des charakie-
ristischen Polynoms entstehenden charakteristischen
Gleichung, ist an dieser Stelle nicht sinnvoll. Das Ergebnis
ware wiederum ein hochgradiges Polynom, welches ana-
lytisch nicht zu behandeln ist. Vielmehr sollte sich dem
Vorteil bedient werden, welcher durch die hervorgegange-
ne Produktschreibweise entstanden ist So ist es hinrei-
chend, dass dem Produktzeichen zugehdérige Polynom auf
Nullstellen zu untersuchen. Zuvor muss jedoch der Term
(—mypw?® + k)Y unter Verwendung der Produktregeln dem
Produktzeichen zugeordnet werden. Es gilt:

n-—1 n—1
k=0 k=0

Wie gerade erlautert, kénnen die Nullstellen der charakte-
ristischen Gleichung durch Null setzen des dem Produkt-
zeichen zugehérigen Polynoms ermittelt werden:

2 Zjkr

k
b ke N L.

[—l‘l‘lsecb«"2 +k— m—

s, (

Vor dem Auflédsen dieser charakteristischen Gleichung
missen zunachst die komplexen Euler'schen Terme der
Gleichung (27) unter Zuhilfenahme der Exponentialgeset-
ze in die trigonometrische Form Uberfihrt werden:

27)
Zjkm

N-1
ET) ](—mbmz + kb) =0

Zjkm 2kn
e N —cos—

N
Zjkm
(eT)

Substituiert man die komplexen Euler'schen Terme aus
Gleichung (27) durch die in (28) beschriebenen gleichwer-
tigen trigonometrischen Ausdriicke und 1&st die charakte-
ristische Gleichung nach w? auf, ergeben sich die konkre-
ten Eigenwerte eines N Sekitoren umfassenden
Bliskmodells zu:

2km

+ jsin N
(28)

Nt knm  Zkm
N Y e _
Cos N ] s1n N
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kmy + kb My, — 2k my, cos% B

0wz (K) =

21‘nbmsec

J4kbmsec my [kb —k+ 2k, cos%} 4 [ﬁ my, + KpMmge — 2k my, cos Zen

2

N

2mbrnsec

mit k=01,... N—-1

und £=1,2

Unter Berlcksichtigung des Definitionsbereichs der Lauf-
variablen werden auf diesem Weg 2N Eigenkreisfrequen-
zen bestimmt.

Um die Systemeigenschwingungen vollstandig charakteri-
sieren zu kdnnen, muss wiederum Kenntnis Gber die Ge-
stalt der Eigenformen erlangt werden. Die Eigenvektoren
werden durch sukzessives Einsetzen der Eigenkreisfre-
quenzen in das Eigenwertproblem und anschlielendes
Auflésen des daraus resultierenden Gleichungssystems
nach gz ermittelt (30). Diese Vorgehensweise fihrt im
Falle grolter Systemmatrizen jedoch auf entsprechend
grof’e Gleichungssysteme. Die Schwierigkeit besteht
deshalb darin, einen allgemeingultigen Algorithmus fur die
Bestimmung der Eigenvektoren von beliebig grolten Sys-
temen formulieren zu kénnen.

X
o _[EW, EW,] |%
z = H5 2], D| _
EW (0g7(9) X, = [EW3 EWJ z |2 (30)
g
EWX, +EW,%, =0 (31)
Il EWE, +EWE, =0 (32)

Das in Blockmatrizen formulierte Gleichungssystem aus
(30) beinhaltet vier von Null verschiedene Untermatrizen
(11). Um die Lésung dieses Systems mdglichst einfach zu
gestalten, bietet es sich an, dhnlich dem Vorgehen zur
Determinantenberechnung, die Blockmatrix in eine ohere
Dreicksform zu Uberfihren (33). Dies gelingt, in dem man
die mit EW,EW, ™" multiplizierte Gleichung (32) zur Glei-
chung (31) addiert. Die reduzierte Matrix EW, oq wird
auch als Schur Komplement® bezeichnet (20).

X

Ewl,red 0 _ED o

ew, Ew,]|x |72 (33)
=iB

Das Schur Komplement in der hier vorliegenden Form
fand bereits bei der Determinantenberechnung Verwen-
dung (vgl. (16)). Durch die Umformung ist es nun méglich,
aus der ersten Zeile des Gleichungssystems die Amplitu-

% Eine detailierte Beschreibung zum Vorgehen beim Reduzieren
von Gleichungssystemen in Blockmatrizenschreibweise kann [5]
5.297 ff. enthommen werden.

813

denverhaltnisse fir die Scheibenfreiheitsgrade zu bestim-
men. Die zyklische Struktur des in diesem Beispiel entste-
henden Schur Komplements, welche schon die Bestim-
mung der Determinante positiv beeinflusst hat, wird auch
bei der Berechnung der N unbekannten Amplitudenver-
haltnisse 351 y aus N Gleichungen von Vorteil sein.

Bei naherer Betrachtung der ersten Zeile des Blockmatri-
zengleichungssystems fallt auf, dass die einzelnen Glei-
chungen eine identische Struktur aufweisen. Sie unter-
scheiden sich lediglich zeilenweise in den verwendeten
Indizes:

2
b = _
kb—mbe) Xep1

ke ()A(%D,z t )A(%D,N) =0

[.(1)

(— Mgecwe” + k—

2

L) (—msecmEZ HE— —kb_;bwz) Ry s~

ke (gED,z T+ JJ?‘513,1) =0, (34)

kp?

kb—mbmz) XED,N -

ke (3\(5[),1 + j\(‘ED,N—l) =0

L(N) (—msecmE2 s

was in verallgemeinerter Schreibweise auf eine Differen-
zengleichung der Form

af ) .ﬁzD,Hl - ko (XED,Hz + XED,i) =0

k2
ky,—my w2

(39)

mit afwg) = —mg w? + k—

undi=01,..,.N—1

fuhrt. Fir die Spezialfdlle i = 0 sowie i = N— 1 gilt auf-
grund der Geschlossenheit der hier betrachteten Feder-
schwinger-kette, dass ﬁino = ﬁgDN und }?{gD et }“(ED v
Bei der Ldsung dieser homogenen linearen Differenzen-
gleichung 2. Ordnung bedient man sich des Ansatzes™

7 Die genaue Struktur einer Differenzengleichung, sowie Ansatze
zu deren Lésung werden in [6] S.149-153 erlautert.

(29)



Deutscher Luft- und Raumfahrtkongress 2011

R LE (36)
Das Einsetzen in die Differenzengleichung ergibt:
_kCBi+2 + a(mg)ﬁﬂl _ kcBi =0. (37)

Eine anschliefende Division durch —k B! fuhrt auf die
charakteristische Gleichung:

T R

- (38)

Eine Berechnung der Nullstellen dieser charakterischen
Gleichung liefert fur a{w,) den Ausdruck:

s = alw,) + (39)
Rk
mit (35), (29) folgt
Zkm
Bi, = cos—+ (40)
’ N
und schlieflich
Zkm  2Zkm
ﬁl,zzcosTi]SlnT (41)
Das Auswerten der Nullstellen fur a{w;) liefert:
Zkm Bl Zkm 5
Biz = cos——F jsin—. (42)

Da die Nullstellen B, , fiir a{w,) identisch den Nullstellen
1,2 fur a(w;) sind, kann die allgemeine Lésung fUr}?EDi in

Kombination mit dem in {36) bereitgestellten Ansatz durch
folgende Aussage beschrieben werden:

s 2km 2kmy’
XED,i( ) =4 (COST‘I']SIHT)
N 2km Zkmy (43)
+A2(cos——]sin—).
N N

Bemiiht man die Formel von de Moivre®, ergibt sich eine
allgemeine Lbsung fir die Scheibenkomponenten der
Eigenvektoren besonders vorteilhaft zu.

R 2kmi . Zkmi
XED,i(k) =A, EO + A sin—— (44)

4 Nach [7], §.371 besagt die Formel von de Moi\{re, dass fur
ganzzahlige Exponenten i gilt: (cosx £ jsinx)' = cosix +
jsinix .
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(45)
k=01,.. , N-1
i=01,.,N-1
E=1,2

Da im Rahmen dieses Kapitels ausschlielllich die allge-
meine Lésung des Eigenwertproblems betrachtet werden
soll, kdnnen die Konstanten A, und A, frei gewahlt wer-
den. Die Beliebigkeit der Konstantenwahl begrindet sich
in der Tatsache, dass es sich bei Eigenvektoren per Defi-
nition um frei skalierbare Vektoren handelt. Die bestehen-
de Forderung nach linearer Unabhéngigkeit der verschie-
denen Eigenvektoren wird durch die Konstantenwahl in
keiner Weise beeintrachtigt. Aus Grinden der Vereinfa-
chung werden beide Konstanten zu eins gesetzt.

(46)

Mittels Umformung des Blockmatrizengleichungssystems
in eine obere Dreiecksform ist es gelungen, eine Aussage
Uber die Gestalt der Scheiben- Eigenvektorkomponenten
zu treffen. Folglich besteht der nachste Schritt darin, die
zugehdrigen Schaufelkompeonenten zu identifizieren. Ent-
sprechend der Vorgehensweise zur Lésung von linearen
Gleichungssystemen werden hierzu die jetzt bekannten
Scheibenkomponenten der Eigenvektoren in die zweite
Zeile des Blockmatrizengleichungssystems (32) einge-
setzt. Es stehen damit N Gleichungen fur N Unbekannte
zur Verfigung. Bei genauer Analyse der N Gleichungen
zeigt sich, dass die Méglichkeit besteht, jede einzelne
Gleichung ohne weitere Umformschritte nach der gesuch-
ten Schaufelkomponente des Eigenvektors aufzuldsen:

il 55 _ 2 s =
I.(1) kbeD’1+( myo? +k ) &gy =0

= 3 5 -
11.(2) _kaED,Z + ( my,0;° + kb) Rip, = 0
(47)

o 2 Ly —
LN —kuk (—mbmE o kb) %y =0

Resultierend aus diesem Sachverhalt ist festzustellen,
dass sich die einzelnen Zeilen lediglich in den auftreten-
den Indizes unterscheiden. Das rechtfertigt eine verallge-
meinerte Schreibweise der Form:

B i 2 2 =
IL(1).... 1L(N) kbeD,i+( — +kb)xia,i 0 (48)
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Nach )’EEBi aufgeldst ergeben sich die Schaufelkomponen-

ten der Eigenvektoren zu:

ki, ()

S eyl

(49)

Die Zielstellung der Arbeit wurde somit an dieser Stelle
erreicht. Der Algorithmus erméglicht es, die Eigenkreisfre-
quenzen (29) und Eigenvektoren (50) des &aquivalenten
Bliskmodells, mit den eingangs formulierten Vorausset-
zungen, auf analytischem Weg zu bestimmen.

-5

b
= [;D
=g
) 1 _
2Zkn(N—1)  2kn(N-—1)
cos————+ jsin——
N
ky,

__ b (50)
(—mhmgz + kb)

ky, (cos —ZRR(II\\TT =1) + jsin—zmt(i — 1))

—m; m2+k)
( biog b “2Nx1)

5. ZUSAMMENFASSUNG

Um die Eigenwerte eines diskretisierten Systems zu ermit-
teln werden die Nullstellen der charakteristischen Glei-
chung bestimmt. Die zugehoérigen Eigenformen kdnnen
durch Einsetzen der Eigenwerte in das Eigenwertproblem
und die anschlielende Lésung des Gleichungssystems
ermittelt werden. Inwiefern eine analytische Berechnung
der Nullstellen der charakteristischen Gleichung méglich
ist, hangt vom Grad des charakteristischen Polynoms ab.
Ein beliebig dimensionierter Mehrmassenschwinger liefert
fir praxisrelevante Konfigurationen eine entsprechend
hochgradige charakteristische Gleichung, deren Nullstel-
len nicht analytisch berechnet werden kénnen.

Es wurde eine Methodik vorgestellt, welche es erméglicht,
die Eigenkenngrélien eines beliebig dimensionierten zyk-
lisch symmetrischen Mehrmassenschwingers analytisch
zu eruieren. Dabei ist es unter Ausnutzung der System-
symmetrie gelungen, die charakteristische Gleichung in
eine Produktschreibweise zu Uberflhren, aus der heraus
die Nullstellen analytisch ausgewertet werden kénnen.
Aus dem Einsetzen dieser Nullstellen in das Eigenwert-
problem resultiert das Gleichungssystem, dessen Lésung
die Eigenvektoren liefert. Es wurde gezeigt, dass es,
ebenfalls unter Ausnutzung der Systemsymmetrie, még-
lich ist, dieses Gleichungssystem flur beliebig dimensio-
nierte Federschwingerketten in Differenzengleichungen zu
Uberfihren und entsprechend der Thecrie der Differen-
zengleichungen zu lésen.
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