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Zusammenfassung

Die Untersuchung des dynamischen aeroelastischen Stabilitdtsverhaltens von Flugzeugen erfordert sehr
komplexe Rechenmodelle, welche die wesentlichen elastomechanischen und instationdren aero-
dynamischen Eigenschaften der Konstruktion wiedergeben sollen. Bei der Modellbildung miissen einerseits
Vereinfachungen und Idealisierungen zur Anwendung der Finite-Element-Methode und der aero-
dynamischen Theorie vorgenommen werden, deren Auswirkungen auf das Simulationsergebnis zu bewerten
sind. Andererseits kénnen die strukturdynamischen Kenngréfen durch den Standschwingungsversuch
identifiziert werden, wobei die Ergebnisse Messungenauigkeiten enthalten. Fir eine robuste Flatterunter-
suchung miissen die identifizierten Unwéagbarkeiten in allen Prozessschritten (iber die Festlegung von
unteren und oberen Schranken konservativ ermittelt werden, um fur alle Flugzustdnde eine ausreichende
Flatterstabilitat sicherzustellen. Zu diesem Zweck wird ein Rechenverfahren vorgestellt, welches die
klassische Flatteranalyse mit den Methoden der Fuzzy- und Intervallarithmetik verbindet. Die effektive
Untersuchung des unscharfen Parameterraums erfolgt mit der Transformationsmethode, mit der eine
effektive Auswertung von Fuzzy-Mengen in der aeroelastischen Simulation durch eine Kombination von
deterministischen Datenfeldern erfolgt, um einschlieRende Unscharfeintervalle fir die aeroelastischen
Dampfungs- und Frequenzverlaufe zu berechnen.
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Luftdichte der Fall ist. Somit beschreibt dieses Ph&nomen eine selbst

prx)

Fuzzy Intervallarithmetik erregte aeroelastische Schwingung, die bei dem Zu-

sammenspiel von elastischen Auslenkungen und den
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durch die Bewegung hervorgerufenen Luftkréften Energie
aus der Strdmung in die Struktur Gbertragt. Im un-
ginstigsten Fall kénnen hierbei so starke Krafte wirken,
dass die schwingende Struktur massiv beschéadigt oder
sogar zerstért werden kann.

Um dieses zu vermeiden, erfordert die Untersuchung der
dynamischen Stabilitat die moglichst genaue Bestimmung
des elastomechanischen Schwingungsverhaltens, der
Strukturdampfung, der Tragheitskrafte und der aero-
dynamischen Krafte in Abhéngigkeit der Strémungspara-
meter fir die auftretenden Strukturbewegungen. Bei der
Analyse muss nach der unglinstigsten Zusammensetzung
der Einflussparameter (engl. worst case) gesucht werden,
um einen sicheren Betrieb im gesamten Einsatzbereich zu
gewdhrleisten. Hier kommen rechnerische Verfahren zum
Einsatz, die ihrerseits wiederum ein Fehlerpotenzial in sich
bergen kénnen. So missen bei der theoretischen aero-
elastischen Modellbildung, wie bei der Finite Elemente
Methode FEM, aus Praktikabilitatsgriinden Verein-
fachungen bzw. ldealisierungen vorgenommen werden,
wahrend bei dem anderen zur Anwendung kommenden
Verfahren, dem Schwingungsexperiment, mit Mess-
ungenauigkeiten gerechnet werden muss.

Die verwendeten Modelle und ihre Parameter kénnen also
Unsicherheiten enthalten, welche die exakte Feststellung
der Flatterstabilitdt erschweren. Eine Verfolgung der
Auswirkungen von Unsicherheiten auf aeroelastische
Stabilitatsaussagen wéahrend des gesamten Entwicklungs-
prozesses erscheint daher notwendig. Hierbei interessiert
sich der Flatteringenieur insbesondere dafiir, auf welche
Weise und mit welcher Starke sich die elasto-
mechanischen oder aerodynamischen Unsicherheiten in
der numerischen Lésung des aeroelastischen Stabilitéts-
problems und den daraus berechneten GréfRen bemerkbar
machen. Als Grundlage der klassischen Verfahren zur
Bestimmung der Flatterstabilitdt dient ein de-
terministisches aeroelastisches Modell, das lediglich eine
punktuelle und somit jeweils begrenzte Aussage erlaubt.
Um dem Problem der Unscharfe Rechnung zu tragen,
muss der Ingenieur mit groBem Aufwand zahlreiche
Sensitivitatsrechnungen durchfihren und eine enorme
Datenmasse auswerten.

Nachfolgend wird ein Verfahren vorgestellt, die sog. c-int-
Methode (wobei ,c* fiir engl. continuation und ,int* fir
Jntervall® steht), das die mathematische Methode der
numerischen Fortsetzung zur Losung des parameter-
abhéngigen Systems der Flatterbewegungsgleichungen
mit den Ansétzen aus der Fuzzy- und Intervallarithmetik
verknipft, um die Unschéarfe von strukturellen Eingabe-
parameter auf eine Aussage zur aerolastischen Stabilitat
abzubilden.

2. DIE AEROELASTISCHE
PROBLEMSTELLUNG IM UBERBLICK

Bei einer konventionellen Flugzeugkonstruktion mit Trag-
fligel und Leitwerk wird der Flattermechanismus meist
durch die Kopplung zweier gedémpfter Eigenschwingungs-
formen Uber die induzierten Luftkrafte moglich. Prinzipiell
sind entweder alle symmetrischen oder alle anti-
symmetrischen Freiheitsgrade beteiligt. Zwei in der
Frequenz enger benachbarte Freiheitsgrade werden dann
jedoch vorherrschen, wahrend die weiteren zur Dampfung
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und seltener zur Anfachung Beitrage leisten. In der Praxis
haufig auftretende Flatterformen sind das klassische
Biege-Torsions-Flattern eines Fligels und das Ruder-
flattern, an dem die Biegeschwingung eines Flugels und
die Auslenkung einer vorhandenen Steuerfliche beteiligt
sind. Bei der Auslegung von Trag- und Leitwerken muss
somit darauf geachtet werden, dass koppelgeféhrdete
Eigenbewegungen in ihrem Frequenzbereich weit genug
auseinander liegen oder durch geeignete strukturelle
Modifikationen die Schwingungsformen so verandert
werden, dass die anfachende Wirkung der Kopplung liber
die Luftkrafte reduziert wird.

Das eigentliche Ziel der Flatteranalyse ist daher die Suche
nach der kritischen Flattergeschwindigkeit, bei der die
Flatterstabilititsgrenze erreicht wird. In der Flatter-
rechnung werden im Allgemeinen die beiden dynamischen
aeroelastischen KenngréRen Ddmpfung und Frequenz als
Funktion der Fluggeschwindigkeit bestimmt, um die
Entwicklung mdglicher Instabilitditen darzustellen. Die
Flattergleichungen erhélt man aus dem Gleichgewicht der
beteiligten Massentragheitskrafte der Struktur I, den
elastischen Riickstellkraften E, welche bei der Ver-
formung entstehen, und den aerodynamischen Kréften 4,
die durch die statische oder dynamische Deformation der
Struktur induziert werden:

(1) I+E+A4=0.

Die schwingende Bewegung eines Flugzeugs kann Uber
dessen Eigenschwingungsformen und Eigenfrequenzen
beschrieben werden. Einerseits kénnen sie analytisch
durch eine geeignete Idealisierung der bekannten
Steifigkeits- und Masseneigenschaften der Flugzeug-
struktur berechnet werden. Anderseits kénnen diese
modalen Eigenschaften auch im Experiment am Flugzeug
bestimmt werden, das als Standschwingungsversuch
bezeichnet wird. Hier werden die Beschleunigungs-
antworten der am Boden stehenden weich gestitzten
Flugzeugstruktur auf eine &uflere Kraftanregung ge-
messen und die Eigenfrequenzen, die Struktur-
dampfungen und die rdumlichen Auslenkungsverteilungen
identifiziert. Die Analyse der dynamischen Stabilitat, die
Flatterstabilitdt, beginnt mit der Aufstellung der struktur-

dynamischen Steifigkeitsmatrix [K] und Massenmatrix

[M], welche im Allgemeinen mithilfe der Methode der
Finiten Elemente FEM bestimmt werden. Der instationére
Luftkraftvektor {4(t)}, der Uber die Anstromgeschwindig-

keit ¥, und die Luftdichte p, skaliert ist, wird durch die

Systemauslenkungen induziert. Seine Bestimmung er-
fordert die Kenntnis der im Fluge existierenden ge-
dampften Schwingungsbewegungen. Eine gute Naherung
stellen die harmonischen Eigenschwingungsformen des
frei schwingenden ungedampften Systems ohne Luftkraft-
einfluss dar, welche aus den FEM-Systemmatrizen als ein
Eigenwertproblem berechnet werden kénnen. Die aero-
elastische Schwingungsbewegung des fliegenden Flug-
zeugs soll nun durch eine Kombination der identifizierten
Eigenschwingungsformen, die spaltenweise in der Modal-

matrix [®,, | aufgestellt sind, ausgedriickt werden:

(2) (52 [M, ]+ 5[Du ]+ [Kin] - %Pmyﬁ [ ]) {a,}={0}
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gen.Massenmatrix,

[Mul=[®a ] [M.][0,]
[Pu]=[®.] [P ][@s]
[Kul=[®,] [ )[®a]
[0 ]=[ @ ]T [41C(k.M,)]|[ @, ]| gen Luftkraftmatrix,
[®.:]
{a.}

s Laplacevariable.

gen.Dampfungsmatrix,

gen.Steifigkeitsmatrix,

Modalmatrix,

komplexe Beteiligungskoeffizienten,

Dabei entspricht der Ubergang von den g physikalischen

zu den h generalisierten (modalen) Freiheitsgraden in der
Betrachtungsweise einem Ubergang von einem Kréfte-
gleichgewicht zu einem Energiegleichgewicht. Wenn die
nun im Laplacebereich energetisch formulierten Flatter-
gleichungen  aufgestelit sind, kann fir den
interessierenden Geschwindigkeitsbereich durch An-
wendung geeigneter numerischer Eigenwertlésungsver-
fahren der komplexe Eigenwert bestimmt werden. Fir
nicht-triviale Lésungen muss die Determinante der
Koeffizientenmatrix aus Gl. (2) verschwinden. Der Realteil
des zu bestimmenden Eigenwerts s=o0 +i® gibt Auskunft
Uiber das Dampfungsverhalten, wahrend der Imaginérteil
fur die sich einstellende gedampfte Schwingungsfrequenz
in Abhéngigkeit der Anstrémungsparameter p,, 7, und

M, steht. Da das aeroelastische System h modale

Freiheitsgrade umfasst, gibt es ebenso viele Eigen-
I6sungen, die sukzessiv berechnet werden miissen.

Eine weitere Schwierigkeit entsteht durch die nichtlineare
Abhéngigkeit der Luftkraftmatrix vom resultierenden
Eigenwert Uber die reduzierte Frequenz und Uber die
Machzahl. Eine Lésung kann deshalb nur iterativ erfolgen.
Durch Einsetzen des ermittelten Eigenwerts ergibt sich der

modale Eigenvektor {g,}, welcher die komplexen Be-

teiligungskoeffizienten der modalen Freiheitsgrade an der
sich einstellenden Schwingungsbewegung des aero-
elastischen Systems beinhaltet. Aus den Beteiligungen
lasst sich die Kopplungscharakteristik mehrerer Freiheits-
grade beim Flattern ablesen. Die rein numerisch durch-
gefiihrte Flatteruntersuchung setzt sich demnach aus den
folgenden Teilprozessen zusammen:

1) Numerische Behandlung des dynamischen elasto-
mechanischen Teilproblems:

a) Aufstellung der globalen Systemmatrizen [M]
und [K] mit FEM,
b) Berechnung einer Auswahl interessierender
Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen,
c) Modale Transformation der Systemmatrizen.
2) Alternativ: experimentelle Behandlung
dynamischen elastomechanischen Teilproblems:
a) Messung der Eigenschwingungen mit Eigen-
frequenzen, Dampfungen und modalen Massen
im Standschwingungsversuch,
b) Aufstellung der modalen Systemmatrizen.
3) Behandlung des instationdren aerodynamischen
Teilproblems:
a) Aufbau des aerodynamischen Modells ent-
sprechend der gewéhlten instationdren Theorie,
b) Berechnung der instationdren Luftkrafte in Ab-

des

héngigkeit der reduzierten Frequenz und Mach-
zahl,

¢) modale Transformation der Luftkraftvektoren.

4) Ré&umliche Interpolation der Schwingungsbewegung
auf das aerodynamische Gitter:

a) Bereitstellung der Transformationsmatrizen fiir
Translationen und Rotationen zur Bestimmung
der modalen Luftkraftmatrizen.

5) Lésung der Flattergleichungen:

a) Formulierung der Flattergleichungen als Energie-
gleichgewicht in modalen Freiheitsgraden,

b) iterative Losung des komplexen aeroelastischen

Eigenwertproblems,

c) Interpretation des Ergebnisses bzgl. der Flatter-
stabilitat,

d) Identifikation von aeroelastischen Kopplungs-
mechanismen.

Der gesamte Prozessablauf ist in BILD 1 im Uberblick
dargestelit, wobei auf der linken Seite das analytische und
auf der rechten Seite das experimentelle Vorgehen er-

kennbar ist.

Aerodyn, Gitter

_Proxotyp

Standsthwingugs-
versuch

Exp. Modaldaten

FE-Madell

Analyt. Modaldaten

last. Modell

L

A
Flatter

rechnung

BILD 1.  Prozessablauf fiir die Untersuchung der

aeroelastischen Stabilitat

3. UNSICHERHEITEN BEI DER SIMULATION
TECHNISCHER SYSTEME

Aus der Aufschlisselung der einzelnen Schritte zur
Lésung des Flatterproblems im vorherigen Abschnitt wird
deutlich, dass an vielen Stellen Unsicherheiten in den
Prozess einflieRen, welche sowohl bei der numerischen
Modellbildung als auch im Experiment auftreten kénnen.
So entstehen die strukturdynamischen Systemmatrizen
aus der Idealisierung und Diskretisierung der tatséchlichen
Struktur als ein numerisches Modell, bei dem Annahmen
iber die Geometrie, kinematische Zusammenhénge,
Werkstoffe usw. getroffen werden missen. Auf der
anderen Seite sind die experimentell bestimmten modalen
Datensédtze mit Messfehlern behaftet, die systematisch
oder stochastisch bedingt sein kénnen. Es ist daher
sinnvoll, die daraus entstehenden Unsicherheiten in jedem
Teilschritt zu analysieren, welche dann als Intervalle mit
oberen und unteren Schranken eingegrenzt werden sollen,
um sie im Gesamtprozess verfolgen zu kénnen.
Demazufolge wird fur jeden Teilprozess ein Verfahren zur
Verfolgung von Unsicherheiten vorgestellt, in dem vor-
gegebene Intervalle der Eingabeparameter durch den
jeweiligen Teilprozess geschleust werden, um sie an-
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schlieRend als Ausgabeintervalle fiir eine weitere Analyse
bereitzustellen.

Fiir die Prognosequalitat von Simulationsmodellen ist eine
Bewertung des  Einflusses unscharfer  Fuzzy-
EingangsgréBen wiinschenswert. Dabei stellt sich die
Frage nach den Werkzeugen, mit denen diese Unsicher-
heiten modelliert und quantifiziert werden kdnnen.
Weiterhin ist zu klaren, mit welchen GréRen sich der
Einfluss der modellierten Unsicherheiten aussagekraftig
bewerten lasst und welchen Einfluss der Abstraktionsgrad
der Modellierung auf die gewlinschte Aussagekraft besitzt.
Zur ldentifikation von Systemunsicherheiten ist es nétig,
die Begriffe ,Variabilitat’, ,Unsicherheit und ,Fehler* klar
voneinander abzugrenzen. In [2] und [3] werden mehrere
Mbglichkeiten der  Begriffsfestlegung  beschrieben.
Nachfolgend sollen die Definitionen von Oberkampf aus
[6] vorgestellt werden, die zwischen Variabilitat, Unsicher-
heit und Fehler unterscheiden:

Variabilitit bezeichnet die Abweichung, die ein
physikalisches System oder seine Umgebung beinhaltet
und die sich nicht verringemn lasst. Sie wird daher als
aleatorische, unreduzierbare, inhéarente, stochastische
oder =zufillige Unsicherheit bezeichnet. Beispiele fiir
Variabilitét sind Schwankungen in der Strukturddmpfung
oder in der Steifigkeit mechanischer Verbindungen. Sie
kann aber auch Parameter betreffen, die sich iiber einen
Zeitraum, z. B. durch Alterung, veréndern oder die von
Bauteil zu Bauteil einer Serie variieren.

Unsicherheit ist in jeder Phase des Modellierungs-
prozesses stets auf eine unzureichende Kenntnis Giber das
System oder seine Parameter zuriickzufiihren. Sie wird
auch als epistemische oder reduzierbare Unsicherheit
bezeichnet. Beispiele konnen nicht festgelegte
FertigungsmafRe, Eigenschaften noch nicht festgelegter
Materialien oder Randbedingungen sein. Mit wachsender
Kenntnis des Systems lasst sich der Anteil der Unsicher-
heit eines Modells verringern.

Fehler stellen ein erkennbares Defizit im Modellierungs-
und Simulationsprozess fiir das System dar. Dabei liegt
kein Mangel von Wissen vor, sondem es werden zur
Reduktion des Simulationsaufwands bewusst Fehler in
Kauf genommen, deren Auswirkungen abgeschéatzt
werden kénnen.

Zur numerischen Einbeziehung von Unsicherheiten und
Variabilitdten in die Simulation eines Systems werden in
der Regel zwei verschiedene Ansétze verfolgt:

+ die probabilistischen (wahrscheinlichkeits-
basierten) Methoden und
« die possibilistischen

Methoden.

Das wohl am weitesten verbreitete probabilistische Ver-
fahren ist die Monte-Carlo-Methode. Hier werden un-
sichere Modellparameter ~ durch  Zufallsvariablen
reprasentiert und durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion quantifiziert. Eine wiederholte Auswertung mit
zufélligen Parametern, die liber die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion ausgewdhlt werden, filhrt auf eine
stochastische Verteilung der Ausgangsgréf3en, welche zur
Bestimmung von Vertrauensintervallen mit statistischen
Verfahren auszuwerten sind.

(méglichkeitsbasierten)
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Klassische Unsicherheiten, die durch eine Wissensliicke
oder mangelnde Kenntnisse des Systems hervorgerufen
werden, lassen sich am besten durch einen
possibilistischen Ansatz beschreiben. Dabei wird jeder
Parameter durch eine Menge von Parameterwerten
ausgedriickt, die eine definierte Zugehdrigkeit zu dieser
Menge besitzen. Die Menge der Parameterwerte kann mit
einem Intervall oder einer Fuzzy-Zahl ausgedriickt werden.
Possibilistische Methoden beruhen auf intervall- oder
fuzzy-arithmetischen Konzepten. Wenn keine Verteilungs-
funktionen explizit zugeordnet werden kénnen, ist es
oftmals recht schwierig, fir unscharfe Systemparameter
gut begriindete Annahmen zu treffen, insbesondere dann,
wenn vielleicht Gberhaupt keine versuchstechnischen
Messungen vorliegen. Auch die zu einem friihen Zeitpunkt
in der Entwicklung eines Produktes noch nicht endgiiltig
festgelegte Werkstoffauswahl oder sogar das numerische
Simulationsverfahren selbst kénnen zu mehr oder minder
ausgepragten Unsicherheiten im Hinblick auf den Werte-
bereich und dessen Verteilung fuhren.

Unsicherheits-
analyse
|
 J .
Identifikation Quantifizierung
dar der
Unsichesheiten Unsicherheiten
Typlsierung der
Unsicherhelten
h 4 Y
Probabilistische Passibliistische
Methoden Methoden
¥ ¥ ! v
Muonte-Carlo- Sensitivitats- Fuzzy- Intervall-
Simulation analyse Arithmetik arithmetik
BILD 2.  Analyse der Unsicherheit - Identifizierung und

Quantifizierung

3.1. Angewandte Fuzzy-Arithmetik

Das Konzept der Fuzzy-Mengen wurde 1965 von L. Zadeh
vorgeschlagen [1]. Es stellt zunéchst eine Erweiterung der
klassischen Mengentheorie auf die Theorie der unscharfen
(engl. fuzzy) Mengen dar. Die Fuzzy-Arithmetik ergab sich
aus dem Bedarf, mit unscharfen Zahlen grundlegende
arithmetische Operationen, wie die vier Grundrechenarten,
durchzufiihren. Hierfir wurden verschiedene klassische
Konzepte erarbeitet, die mehr oder weniger praktikabel
sind. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung dieses Themas sei
auf [3] und [4] verwiesen.

Der Gedanke der Fuzzy-Menge (engl. Fuzzy Set) als
Erweiterung oder Verallgemeinerung einer Menge der
klassischen Mengenlehre wird besonders deutlich, wenn
man zunachst eine klassische oder scharfe Menge (engl.
crisp set) betrachtet. Durch eine Fuzzy-Menge wird eine
nur teilweise Zugehtrigkeit eines Elements zu einer
bestimmten Menge beschrieben. In einer scharfen Menge
gilt fur die Zugehorigkeitsfunktion:

(3) 1 wenn xeAd
T = .
Ha 0 wenn xgA
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Diese Definition wird auf eine unscharfe Menge erweitert,
indem die Zugehdrigkeitsfunktion beliebige positive Werte
annehmen kann:

1 wenn Xx€B
(4) =10
p.0<p<l wenn «xteilweisein B

wenn x¢B

Die Zugehérigkeitsfunktion s, stellt den Grad der Zuge-

hérigkeit oder den Zugehérigkeitswert eines Elements x
zu der Fuzzy-Menge B dar. Beispielsweise gibt die
Zugehorigkeitsfunktion fir den gemessenen Wert eines
Parameters den Grad der Zugehorigkeit mit klein oder
groR an. Dieser Wert wird als Méglichkeit bezeichnet,
welche nicht mit der Wahrscheinlichkeit bei statistischen
Betrachtungen zu verwechseln st Die Fuzzy-
Zugehorigkeit steht fur die nur ungenau festlegbaren
Eigenschaften eines Objekts. Im Gegensatz dazu be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit die Haufigkeit des Auf-
tretens dieser Eigenschaften. Die Zugehdrigkeits-
funktionen von Fuzzy-Mengen kénnen héaufig durch
dreiecks-, trapez- oder glockenférmige Normalverteilungen
angenahert werden, wie sie in BILD 3 dargestellt sind.

w it o e g g

x
w b oo od

a b ¢ a h

BILD 3.  Prozessablauf fur die Untersuchung der
aeroelastischen Stabilitat

3.2. Die Transformationsmethode

Die Transformationsmethode nach [4] reduziert das
Rechnen mit Fuzzy-Zahlen auf Funktionsauswertungen
mit scharfen Zahlen. Aus diesem Grund eignet sich die
Transformationsmethode ganz besonders fir die Be-
rechnung komplexer Systeme mit unscharfen Parametern,
die durch Fuzzy-Zahlen ausgedriickt werden. Zusétzlich
bietet sie ein Werkzeug zur Ergebnisanalyse an, das
Rickschlisse der unsicheren Parameter auf das Ergebnis
zulasst. Der Gesamtablauf der Transformationsmethode
kann in funf Schritte zusammengefasst werden:

1) Zerlegung der Fuzzy-Eingabeparameter %, in Inter-

vallmengen flr jeden Schnitt der gewahlten Zuge-
horigkeitsfunktionen (vgl. BILD 4),

2) Transformation der Intervalle in Datenfelder, welche
samtliche Kombinationen aller Schranken der Inter-
vallmengen enthalten,

2 Paars
‘i’.’(j) = (af(j)-ﬂi(j)vCI,’(j}uBi(j)a---\ai(j)sﬁi“))sj =0,1,....m,

3) Auswertung aller Datenfeldkombinationen mit der
deterministischen Funktionsvorschrift fur scharfe
Zahlen,

4) Riucktransformation der Ergebnisdatenfelder in
Intervalle fir jeden Schnitt

zV =[a(j).b(j):{. j=01,...m,
5) Zusammenflgen aller Intervallergebnisschnitte zu

einer Zugehorigkeitsfunktion fir den Fuzzy-
Ausgabefunktionswert 3.
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BILD4. Implementierung eines unscharfen Parameters

als eine in Intervalle zerlegte Fuzzy-Zahl
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BILD 5.  Auswertungsstitzstellen fiir die allgemeine
Transformationsmethode

Die Implementierung der Fuzzy-Arithmetik auf Basis der
Transformationsmethode kann bei geometrischer Be-
trachtung als eine wiederholte Auswertung einer Funktion
fur Parameterkombinationen interpretiert werden, die auf
einer n-i-dimensionalen Hyperfldche eines (m+1)n-
dimensionalen Hyperkubus liegen. Dabei wird jeder Kubus
im n-dimensionalen Raum durch Intervalle aufgespannt,
die den n Eingangsparametern zugeordnet sind. Fir eine
von drei Fuzzy-Parametern abhédngige Funktion

F(X%.%,.%;) ist dieser Zusammenhang in BILD 5 dar-

gestelit. Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten,
werden fir die Untersuchung von Modellierungsunsicher-
heiten bei der aeroelastischen Stabilitdtsanalyse nur
einfache Intervallunsicherheiten verwendet. Aus diesem
Grund miuissen alle unscharfen generalisierten System-
matrizen der Flattergleichungen jeweils als Intervalimatrix
mit Zentrum und Radius

[Xc]:[i]“L[g]‘ x‘?:-f&*’l%
i [J?]—Z[X] Yix
e

vorliegen, wobei x, und X, jeweils die untere bzw. obere
Schranke jedes Elements der Matrix darstellen.

4. DIE INTERVALL FINITE ELEMENTE
METHODE - IFEM

Die numerische Idealisierung mit der FEM bietet eine
Punktvorhersage in dem Sinne, dass sie fiir eine de-
terministische Eingabe nur eine deterministische System-
antwort bereitstellen kann. In der praktischen Anwendung
wird die Modellunschéarfe durch Variation ausgewahlter
Modellparameter in mehrfachen  Sensitivitdtsunter-
suchungen beriicksichtigt. Hier ergibt sich die Problem-
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stellung, welche Systemparameter mit welchen unteren
und oberen Grenzen die Unschérfe eines Modells még-
lichst gut beschreiben. Fur die Modellierung der Flugzeug-
struktur mit FEM kann die Modellunschérfe bereits auf der
Ebene der finiten Elemente ausgedriickt werden, z.B.
durch Variation der Materialeigenschaften und der lokalen
Geometrie. Es ist jedoch in der Praxis kaum mdglich, die
Vielfalt der Toleranzen bei Materialien, Formen, GréRRen
und Fertigungen zu berlicksichtigen.

Fur die Flatteranalyse werden die Eigenschwingungs-
formen mit Eigenfrequenzen benétigt, deren Charakteristik
von globalen Eigenschaften bestimmt wird. Sie h&ngen
direkt von den Steifigkeits- und Massenverteilungen in den
Einzelkomponenten des Flugzeugs ab. Fiir die Beriick-
sichtigung von Unscharfeintervallen in der elasto-
mechanischen Modellierung kann die Finite Elemente
Methode FEM zur Intervall Finite Elemente Methode IFEM
weiterentwickelt werden. Dazu ist es notwendig, die
Zusammensetzung der Gesamtsystemmatrizen para-
metrisch zu formulieren. Die als unsicher identifizierten
Strukturparameter werden als Vorfaktoren vor die einzel-
nen Elementmatrizen herausgezogen und erhalten eine
Zugehorigkeitsfunktion gemaR der bereits in Abschnitt 3.1
eingefiihrten Definitionen der Fuzzy-Arithmetik. Der
Einfachheit halber soll hier nur eine Rechteckverteilung als
Zugehorigkeitsfunktion angenommen werden, welche
durch die Angabe einer unteren und oberen Grenze
volistéandig festgelegt ist. Diese Definition fithrt auf die
Intervall Faktor Methode, die in [7] ausfihrlich vorgestellt
wird. Der nominale Wert liegt genau im Zentrum des
Bereichs, so dass fir das Intervall gilt:

(B) 1-Au, <il, <1+Au;

Die unscharfen Massen- und Steifigkeitsmatrizen aller j
finiten Elemente [7, ] und [K, | werden mit der Trans-

formationsmatrix [ 7,, | in das Gesamtsystem eingeordnet.

Der Aufbau der globalen Massen- und Steifigkeitsmatrix
ergibt sich aus der Summe Uber alle Elemente:

, (4= 27T [pr ]z o)
EREATEA ATV

Die Matrizen kénnen jetzt in das Zentrum und den von den
Intervallparametern abhéngigen Radiusanteil zerlegt
werden:

\ (M5 J=[M e T, =[5 2 [0, ]
EARCAD LA

Die unscharfen Parameterbereiche bewirken Uber die
parametrisch formulieten Massen- und Steifigkeits-
matrizen einen Variationsbereich der Eigenfrequenzen
und Eigenschwingungsformen. Fir die aeroelastische
Analyse muss nun das Ziel lauten, die Grenzen der
Eigenwerte und Eigenvektoren so zu bestimmen, dass der
gesamte Variationsbereich der modalen Eigenschaften
eingeschlossen wird. Die Einhillende des Eigenwert-
problems wird durch die folgende Gleichung angegeben:

(

(

" (([xJ2[akL ])- (@ £ 80); (M5 ]2 [aM, ])) _
x({65 1= {20, )), =(0}

4.1. Das elastomechanische Intervalleigen-
wertproblem

(

Das nachfolgend vorgestellte Verfahren zur Bestimmung
der Intervallgrenzen der Eigenfrequenzen einer Flugzeug-
struktur beruht auf den Untersuchungen zum Intervall-
eigenwertproblem von Deif [9]. Die rein mathematische
Methode wurde fiir die Anwendung bei der struktur-
dynamischen Modalanalyse weiterentwickelt, wie z. B. in
[6] und [8] nachzulesen ist. Die mit Intervallparametern
formulierte Massen- und Steifigkeitsmatrix des Gesamt-
systems nach Gl. (8) lasst sich an den vorgegebenen
unteren und oberen Grenzen fiir alle moglichen Para-
meterkombinationen auswerten, so dass jeweils eine
Einhullende beider Matrizen im Parameterraum gefunden
wird. Die parameterabhéngigen Matrizen werden auf diese
Weise in Intervallmatrizen Gberfihrt. Zugunsten der
Ubersichtlichkeit wird nachfolgend der Index fir die
physikalischen Freiheitsgrade g vernachlassigt. Zuerst
wird das Eigenwertproblem fir die Zentrumsmatrizen

gelost:
[ 17}, =4[ m° J{#°), -

(10)
Da beide Matrizen tber Gl. (8) deterministisch festgelegt
sind, kann die Lésung mit konventionellen Eigenwertlésern

erfolgen. Der zentrale Eigenwert AS und der Eigenvektor
{#°} sind anschlieBend bekannt. Um die untere und

obere Schranke eines bestimmten Eigenwerts zu be-
rechnen, wird die in [9] begriindete Annahme zugrunde
gelegt, dass sich die Vorzeichen aller Elemente des
zugehorigen Eigenvektors innerhalb der Intervalligrenzen

der Systemmatrizen [K' | und [ M’ ] nicht &ndem. Diese

Bedingung lasst sich Uber eine Matrix einbringen, auf
deren Diagonalen die Vorzeichen des Zentrumseigen-

vektors {¢°} angeordnet sind:

(11) [], = diag (sen ({¢° })) .

Mit dieser Vorzeichenmatrix kann jeweils eine Bedingung
fur die untere und obere Schranke des Eigenwerts auf-
gestellt werden, wobei fiir die Steifigkeits- und Massen-
matrixdnderung umgekehrte Vorzeichen anzusetzen sind:

(12) (e J+Is) [ax1(s1,){7}, =7 ([2° ]-[sT, [am][s] ){#),
([(x<1-Is) [ax1(s], ){g}, =& ([ ]+ [sT [am]s], ){g},

Dabei sind {5} und {f} die zu den eingrenzenden

Eigenwerten zugehorigen Eigenvektoren. Nachdem die
beiden Eigenwertprobleme aus Gl. (12) mit der Diagonal-

matrix [S] gelost worden sind, kann das Intervall der
Eigenkreisfrequenz nun ausgewertet werden:

(13) & =af £ Aa, %(\jfh/i')%(ﬁ;'_\[g?) :

1624
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Der Zentrumsvektor {¢°} einer Eigenschwingungsform

ist das Ergebnis der Auswertung des Eigenweriproblems
mit Zentrumsmatrizen aus Gl. (10). Den Radius des
Eigenvektors kann man uber eine Stdrungsrechnung
durch Superposition aller Zentrumsvektoren approximieren
[10]. Das Intervall fir den Eigenvektor lautet dann:

(1) (¢}, -(5°), = 08), =5}, £ 3w ),
{6°. ((Ls], [ax][s ,} % (8], [am][s])) {57},

v, = -4

——{¢ 5, ([s], AM][S] )7},

Fiur die Bestimmung der Intervaligrenzen missen die
beiden Gleichungen nach Gl. (12) fur jeden Eigenvektor
ausgewertet und jeweils dem Zentrumsvektor bzw. dem
Zentrumseigenwert zugeordnet werden. Verfligbare
Eigenwertléser ordnen im Allgemeinen die gefundenen
Lésungen mit dem Betrag des Eigenwerts aufsteigend an.
Da sich aber die Intervalle mehrerer dicht beieinander-
liegender Eigenfrequenzen Uberschneiden kénnen, treten
Vertauschungen in der Ausgabereihenfolge auf. Fir die
Paarung von Eigenlésungen wird das MAC-Kriterium
(engl. Modal Assurance Criteria) herangezogen. Die
bereitgestellten Intervalle der Eigenfrequenzen finden ber
die generalisierte Steifigkeitsmatrix Eingang in die Flatter-
gleichungen. Die Intervalle der Eigenschwingungs-formen
werden zur Berechnung der generalisierten Luftkraftmatrix
benétigt, welche auf diese Weise ebenfalls Intervalleigen-
schaften erhélt.

P EE

JTO=E

5. MODELLIERUNG VON UNSCHARFEN DER
INSTATIONAREN AERODYNAMIK

Ein praktisches numerisches Verfahren zur Lésung der
instationdren subsonischen Tragflachentheorie ist die
Doublet Lattice Methode DLM, welche in [11] erstmals
verdffentlich wurde. Dabei wird das kontinuierliche Auf-
triebssystem aerodynamisch diskretisiert, indem die
Flache streifenweise parallel zur freien Anstrémung jeweils
in eine Anzahl von diskreten trapezférmigen aero-
dynamischen Elementen derart zerlegt wird, dass die
Rander des Auftriebssystems bzw. die Ruderdrehachsen
mit den Begrenzungslinien der elementaren Auftriebs-
flichen zusammenfallen. Die Aufteilung eines Auftriebs-
systems in einzelne Elementarflachen ist in BILD 6 dar-
gestellt. Hier wird jede Auftriebsfliche in kleine trapez-
férmige Auftriebselemente unterteilt, deren Seitenkanten
parallel zur freien Anstromung verlaufen. Um die Druck-
differenz zu modellieren, wird auf der “s-Linie jedes Auf-
triebselements ein Dipolliniensegment angenommen.
Diese Modellierung entspricht im stationdren Zustand
einem Hufeisenwirbel, dessen gebundener Teil mit der
Dipolstrecke auf der %-Linie zusammenfélit. In der spann-
weitigen Mitte des gebundenen Dipols liegt der Sende-
punkt, von dem ausgehend der Abwindeinfluss auf die
umgebenden Auftriebselemente ausgesendet wird. Die
Auswertung des Abwinds erfolgt am jeweiligen Abwind-
kollokationspunkt, der sich bei % der jeweiligen Element-
tiefe auf der Halbspannweite befindet. Durch die
Diskretisierung und die Verwendung des Be-
schleunigungspotenzials kann ein algebraischer Zu-
sammenhang zwischen dem instationédren Abwind
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(15) {w}= {—+l 113;4} 3
M

a

der sich aus dem dynamischen Anstellwinkel infolge der
Rotation und der Hubgeschwindigkeit an jedem Element
zusammensetzt, und dem dadurch induzierten Druck-

sprung {Ac, } hergestellt werden:

(16) {ac, }=[4IC (k. M,)] {w} .

Die Flattergleichungen sind als Energiegleichgewicht in
modalen Freiheitsgraden formuliert. Die instationdren
Luftkrafte werden dazu nicht als Druckverteilungen be-
ricksichtigt sondern als generalisierte Krafte, d. h. als
Integral des Drucks uber alle Auftriebsflachen in Ab-
hangigkeit der aufgepragten harmonisch schwingenden
Bewegungen. Der Differenzdruck innerhalb jedes aero-
dynamischen Elements wird zu einer Einzelkraft integriert,
die mit der Hubauslenkung am %-Punkt multipliziert wird:

(17) Q. =My, Ac, d4 .
4

Dabei ist ,, die Auslenkungsverteilung der r-ten Eigen-
schwingungsform senkrecht zur Auftriebsfliche und Ac,,

die Differenzdruckverteilung der s-ten Eigenschwingungs-
form. Fur die Darstellung von gedampften Schwingungen
bietet es sich an, die Luftkrafte infolge der Anstellwinkel-
anderung sowie der Hubauslenkung getrennt voneinander
zu behandeln. Uber den Phasenversatz von 7/2 nach Gl.

(15) kann die generalisierte Luftkraftmatrix in einen
auslenkungs- und einen geschwindigkeitsabh&ngigen
Anteil aufgespalten werden, was 2zu einer aero-
dynamischen Steifigkeits- und Dampfungsmatrix filhrt:

g [0 (4o 0]=[0 [T [ALar0ae. 0] 2]
Y e e m-[of (5.1 [arcr. o] [Z]fo]

Fur die Berechnung missen die Hub- und Anstellwinkel-
amplituden am %-Kontrollpunkt und die Schlagamplitude
am Ys-Punkt jedes Elementarfligels fur jede Schwingungs-
form bereitgestellt werden. Sie kénnen Uber die rdumliche
Interpolationsvorschrift aus der Amplitudenverteilung der
Eigenschwingungsformen des  elastomechanischen
Teilproblems gewonnen werden.

Die lineare raumliche Transformation wird jeweils in einer
Matrix zusammengestellt, welche die Stitzstellen der
Strukturmodellierung mit den Kontrollpunkten des aero-
dynamischen Modells Uber eine Flachen- oder
Volumensplinefunktion verknipft ([12] bzw. [13]). Durch
die vorgeschlagene Aufspaltung kénnen die durch die
Bewegung induzierten Luftkréfte bei auf- und ab-
klingenden Schwingungen besser approximiert werden,
weil der Dampfungsanteil in den Flattergleichungen statt
mit der harmonischen reduzierten Frequenz k& mit der
komplexen reduzierten Laplacevariablen p multipliziert

werden kann. Die Gliltigkeit der generalisierten Luftkraft-
matrix nach Gl. (18) kann auf diese Weise auf den
gesamten Laplacebereich ndherungsweise ausgedehnt
werden:
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(19) [(M...p)] wi—[QD (M..k)]+[ O (M,.K)]

mit der dimensionslosen Laplacevariable

(20) p=g+ik="
V.

o

Die Einfihrung der transienten Luftkrdfte in die im
Laplacebereich formulierten Flattergleichungen nach Gl.
(2) lautet dann:

@) ([4]3* +[Du e+ (K] -3 272 (00 (..2)] e} =0}

Eine Lésung dieser Flattergleichungen kann, ausgehend
von einer Startschétzung, nur iterativ erfolgen, weil beide
generalisierten Luftkraftmatrizen von der reduzierten
Frequenz abhéngen. Diese sind aber wiederum durch den
komplexen Eigenwert bestimmt, der jedoch erst als Er-
gebnis der Eigenwertlésung vorliegt. Daher werden die
beiden generalisierten Luftkraftmatrizen im Vorhinein fur
eine Auswahl von Stitzpunkten der reduzierten
Frequenzen und Machzahlen fiir die in der Flatteranalyse
zu erwartenden Bereiche berechnet. Wahrend der Lésung
des nichtlinearen komplexen Eigenwertproblems werden
die jeweils benétigten Luftkraftmatrizen zwischen diesen
Stiitzstellen Gber Lagrangepolynome interpoliert.

5.1. Intervallluftkréafte infolge unscharfer
Eigenschwingungsformen

Bei der Lésung des elastomechanischen Problems mit
Unscharfen wurde mit Gl. (13) und GI. (14) eine Intervall-
beschreibung der Eigenschwingungsformen eingefiihrt.
Durch Einsetzen des Zentrums und des Radius der in der
Modalmatrix zusammengestellten Eigenschwingungs-
formen in die Bestimmungsgleichung der beiden
generalisierten Luftkraftmatrizen nach Gl. (18) setzt sich
die Unscharfe fort:

[0S + 80, |=[@° + A0 [4IC"|[T;,][@° £ AD]
(22) 5 . a:r]

[0f A0, |=[®° +A®@] [uIC ]{-——

= [@f + A(b]

mit [ AIC" | = [T, ]" [4][ 4IC (M. k)]

Die Ausmultiplikation und Aufteilung von Gl. (22) fithrt auf
das Zentrum der beiden aerodynamischen Matrizen fir
Dampfung und Steifigkeit

| [051-[0°T [ Tmfo )+ oo [arc i,
[o]=[0°T [ac' | L [[o°]+ [ao] [arc'] & |[ao]
und auf den Radiusanteil
oy [2051=[0T [rc Jim Jiae] + (a0 (e Iz, (<]
[80c]=[e°T [a1c']| & |jae]+[so] [arc' [ Z-][o°]
Durch Einsetzen in Gl. (21) werden die Flattergleichungen
in eine Intervallformulierung Uberfiihrt. Das Zentrum der

Eigenschwingungsformen soll dabei massennormiert
vorliegen:

J[a@]
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Linie des Dipol-
verwilmg (1/4)

Aufteilung des Auftriebssystems in sendende
und empfangende aerodynamische DLM
Elemente

by k=01 Ret dpi ImiAepi

el k= LO HECRE lett Acpy

BILD 1.

Interpolation der FE-Auslenkungen auf das
aerodynamische Gitter (a) und die
resultierenden komplexen Differenzdruckver-
teilungen fur die reduzierten Frequenzen (b)
k=0.1 und (c) k=1.0

(25) [1]=[e°T [M][@] .

Mit dieser Formulierung wird erreicht, dass die Unschérfe
nur bei den Luftkraften und nicht zusatzlich in der
generalisierten Massenmatrix bzw. Steifigkeitsmatrix
berlicksichtigt werden muss. Wenn die strukturelle
Dampfung vernachldssigt wird, lassen sich nun die
Flattergleichungen unter Ausnutzung von Gl. (23) und Gl.
(24) mit Unscharfeintervallen formulieren:

i i
o giA s 5
- [7](s") ~PFe [ 1 Q 3( ) ('}~ (0}-
+diag ({(mc +Ao) }) = EP,,VQZ [Qg * AQ,;]

Nachfolgend wird die Lésung der so aufgestellten para-
meterabhéngigen nichtlinearen Intervallflattergleichungen
durch Anwendung der Methode der numerischen Fort-
setzung beschrieben.
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5.2. Losung der unscharfen Flattergleichungen
—die c-int-Methode

Die allgemein verwendeten und bewahrten Verfahren zur
Lésung der Flattergleichungen, wie die k-Methode [14], die
pk-Methode [15] oder g-Methode [16] besitzen den Nach-
teil, dass fur die jeweilige lteration nur der Eigenwert
verwendet wird. Darum wird dieses Vorgehen auch als
Determinanteniteration bezeichnet. Wenn die Ge-
schwindigkeitsschrittweite zwischen zwei L&sungsstitz-
stellen zu grol gewahlt wird und Lésungswurzeln einzel-
ner Freiheitsgrade dicht beieinanderliegen, kann es
vorkommen, dass sich Ldsungséste zwischen einzelnen
Geschwindigkeitsschritten vertauschen. Beim Einfilhren
von Intervalimatrizen zur Beschreibung der Unschérfe
entsteht ein noch viel gréReres Vertauschungsrisiko, weil
hier nicht nur diskrete Lésungen, sondem ganze Ldsungs-
intervalle mit moglichen Uberschneidungen der Lésungs-
bereiche berechnet und zugeordnet werden missen.
Zusétzliche Informationen fiir eine Zuordnung erhélt man
durch die gleichzeitige Auswertung des beteiligten Eigen-
vektors.

Zur Lésung eines parameterabhéngigen nichtlinearen
Gleichungssystems, wie es mit den Flattergleichungen
nach Gl. (26) vorliegt, wurden in der Vergangenheit
sogenannte inkrementelle Fortsetzungsmethoden,
Einbettungs- oder Homotopieverfahren entwickelt, die
ausgehend von einer Startlésung Losungsaste durch
Auswertung ihrer Ableitungen in Richtung des veréander-
lichen Parameters verfolgen kénnen. In [17], [18] und [19]
sind diese Fortsetzungsverfahren zur Lésung der Flatter-
gleichungen bereits erfolgreich zum Einsatz gekommen.
Allerdings entsteht im Vergleich zu den vorgesteliten
Methoden der Determinanteniteration ein deutlich erhéhter
Rechenaufwand. Die hier vorgestelite c-int-Methode (engl.
Continuation Interval Method) nutzt die verfligbaren
Verfahren zur numerischen Fortsetzung der MATCONT-
Toolbox [20] fur das Programmsystem MATLAB, wobei in
einem ein Pradiktorschritt eine neue Losung der
Gleichungen extrapoliet wird. Im nachfolgenden
Korrektorschritt wird durch Anwendung eines modifizierten
Newtonverfahren die tatsachliche neue Lésung berechnet.

Wenn zunéchst die Flattergleichungen aus Gl. (26) im
Zentrum betrachtet werden, kann der Ausdruck in der
Klammer als parameterabhéangige Koeffizientenmatrix

[ F€] fir den Lésungsvektor {¢°} aufgefasst werden:

27)  [FC(s.Ve Mo, p0) [{a°} =10} -

Ausgehend von der bekannten Startldsung des rein
elastomechanischen Systems soll die Fortsetzung nun in
konstanter FlughShe mit ansteigender Fluggeschwindigkeit
erfolgen. Die Luftdichte ist somit Uber die Definition der
Standardatmosphére als konstant vorgegeben. Die Mach-
zahl wird Uber die vorherrschende Schallgeschwindigkeit
und die Fluggeschwindigkeit konsistent festgelegt. Die
reduzierte Frequenz ist mit dem Imaginarteil des Eigen-
werts s verknupft:

28) s=-Yeg—o.

-
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BILD 7.  Fortsetzungsschritt in Richtung der Flug-
geschwindigkeit, dargestellt im Dampfungs-
und Frequenzdiagramm

Der komplexe Eigenvektor ist in seiner absoluten

Amplitude und seiner Ausrichtung in der komplexen
Zahlenebene nicht festgelegt, was zu einer unendlichen
Anzahl an Lésungen fiihrt. Lediglich die Verhaltnisse der
einzelnen Elemente untereinander sind eindeutig. Sein
Betrag und seine Phasenlage kénnen jedoch durch
Einfihrung von Zusatzbedingungen festgelegt und somit
eine eindeutige Losung der Gl. (27) angegeben werden.
Dazu soll der komplexe Eigenvektor immer einheits-
normiert werden:

(@) {a°)-1=0 .

Alle drei Bedingungen werden zu einem Gleichungs-
system zusammengefasst:

(29)

r=[F (s.V..M,.p.)]{a}={0}
(}=1{N, ={a} {g}-1=0

v,
N, =5"-——=k=0
Ly

(30)

Damit besitzt das Gleichungssystem 2n+4 noch un-
bekannte Parameter

= ={al* -

aber nur 2n+3 Gleichungen. Als freier Parameter wird
nun die Fluggeschwindigkeit ¥, gewéhit. Das Gleichungs-

system wird bezlglich dieses freien Parameters
differenziert und als eine Matrizengleichung aufgestelit:

o{y}ijat=y| Jofu}| _
2) !:a{x}:[{drfm }_{m }40} ’
so dass eine Beschreibung mit Jacobimatrix {iy}_},

o{x}
Tangentenvektor {d {X}} und partieller Ableitung in

(31) *q:zrqllm""’(.{iim'dtwrk~ym}

ar.
Richtung des freien Parameters {iﬁ_}} vorliegt. Die Inhalte

EA
dieser Terme ergeben sich aus den Flattergleichungen
und sind in [20] zusammengestellt. Wenn die Jacobimatrix
nicht singular auftritt, kann sie invertiert werden, so dass
der Tangentenvektor der Gesamtlésung berechnet werden
kann:
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-1
d o )
ey 4] o] [obl]
dv, o{x} oV,
Im Préadiktorschritt der numerischen Fortsetzung wird mit
dem Tangentenvektor aus Gl. (33) eine neue Lésung mit

einer automatisch gewahlten Geschwindigkeitsschrittweite
AV, vorhergesagt. AnschlieBend wird im Korrektorschritt

durch Anwendung des Newtonverfahrens auf Gl. (32) ein
neuer Punkt entlang des Losungsasts gefunden, welcher
wiederum als Startidsung im néchsten Schritt benutzt wird.
In BILD 7 ist der Tangentenvektor beispielhaft im
Dampfungs- und Frequenzdiagramm dargestellit.

Zur Lésung der Flattergleichungen mit Unschérfeinter-
vallen soll jetzt die Transformationsmethode von Hanss [4]
zum Einsatz kommen (vgl. Abschnitt 3.2). Um das
Minimum und Maximum des komplexen Eigenwerts, also
der sich einstellenden aeroelastischen Démpfung und
Frequenz, zu finden, mussen die Flattergleichungen nach
Gl. (26) fur alle Kombinationen an der unteren und oberen
Schranke der einzelnen modalen Freiheitsgrade geldst
werden. Zunachst wird die in der Fuzzy-Arithmetik vor-
herrschende Annahme getroffen, dass alle eingefithrten
Intervalle als Fuzzy-Mengen unabhéngig voneinander
vorliegen und nicht miteinander korrelieren. Sie weisen
eine rechteckige Zugehérigkeitsfunktion u auf, die Gber
die Festlegung der unteren und oberen Grenze definiert ist
(vgl. Abschnitt 3.1). Wahrend die Radiusmatrix der
generalisierten Steifigkeit nur auf der Hauptdiagonalen
besetzt ist, sind die beiden aerodynamischen Luftkraft-
matrizen immer voll besetzt. Dabei findet sich die
Perturbation infolge der r-ten Eigenschwingungsform in
der r-ten Zeile und Spalte. Es ist also erforderlich, dass
jede Zeile und Spalte einer Radiusmatrix unabhéngig
voneinander mit einem Fuzzy-Parameter p,, flr das

Steifigkeitsintervall bzw. p,, fur das Luftkraftintervall

multipliziert wird. Der gesamte unscharfe Radius der
Flatterkoeffizientenmatrix setzt sich dann aus der Summe
aller unscharfen Teilmatrizen Uber alle A modalen Frei-
heitsgrade zusammen:

. 0O 0 O
[AF]-3pc.|0 &% o
= 0 0 0
NP O B
(34) —jpmymng,.- e Agp, 2Aq,; Adpy |S |-
= i=1 =¥ o
0 Agpy O
i L 1 0 Agyy; 0
_;PmeZPg,; =y A‘b:,ﬂ ZAqx,ﬁ Aquih
0 Agy i 0

Diese Fuzzy-Matrix soll nun Uber Anwendung der Trans-
formationsmethode durch eine Anzahl von de-
terministischen Kombinationen ausgedriickt werden.

Im ersten Schritt werden die bereits normiert vorliegenden
unscharfen Eingabeparameter p,., und p,, in Fuzzy-

Mengen zerlegt, wobei nur der Schnitt [-1.1] betrachtet

werden soll. Im nachsten Schritt erfolgt die Transformation
der Eingabeintervalle in Datenfelder. GemdaR den
Definitionen aus Abschnitt 3.2 werden alle Faktoren einer
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Kombination k¥ des Hyperkubus in den normierten Daten-
feldem (U ). und (U,), zusammengestellt. Beide Felder

enthalten eine Abfolge von —1 und +1 als eine der k
moéglichen Kombinationen aller Eckpunkte des Hyper-
kubus, der in BILD 5 fir eine dreidimensionale Probiem-
stellung dargestellt ist. Wenn die Flattergleichungen &
modale Freiheitsgrade umfassen, dann hat jedes
Kombinationsfeld 2" Permutationen. Fir das gesamte
System ergeben sich mit p,, und p,, dann 2+h un-

scharfe Intervallparameter, so dass insgesamt 2% -
Kombinationen vorliegen, die alle im Schritt 3 im Ablauf
der Transformationsmethode auszuwerten sind. Je nach
Anzahl der Freiheitsgrade h ist es daher wegen des
hohen Rechenaufwands zu empfehlen, die mdglichen
Kombinationen einzuschrénken.

Wenn die Intervalle fur Eigenfrequenzen und Eigen-
vektoren des strukturdynamischen Systems iber die
Loésung des Intervalleigenwertproblems nach Abschnitt 5
bereitgestellt worden sind, liegen die unscharfen struktur-

dynamischen KenngréRen {o'} und [®}, | korreliert vor.

Die Verkntipfung erfolgt tUber die physikalischen Massen-
und Steifigkeitsmatrizen. Alle Eigenfrequenzen und
Eigenvektoren befinden sich entweder an der unteren oder
an der oberen Intervallgrenze. Zur Beriicksichtigung in den
Flattergleichungen wird jeder Kombinationsvektor auf der
Hauptdiagonalen einer Unschéarfematrix einsortiert, die
wiederum vor die jeweiligen Radiusmatrizen multipliziert
wird. Der Radius der Flatterkoeffizientenmatrix fiir die & -

te Kombination lautet dann:

: 0 0 0
[4F], =3 (Ux),, |0 &k O
= 0 0 0
g - i1 Agpy O
(35) ~=pV2Y (Vo) | 5| Mo 280 Bdoa |s |-
- = A 1o Agp Y
s . 0 Agyy; 0
——PmeZ(Ug)k’, 5 Agpy 2Mqg,; Adgy
Lo Ag O

Die Flattergleichungen werden jetzt ausgehend von der
bereits bekannten Zentrumslésung in Richtung einer der
durch Gl. (35) definierten Permutationen fortgesetzt. Dazu
wird der Korrektorschritt der c-Methode wiederholt fir jede

Permutation [AF], des modifizierten Gleichungssystems

angewendet. Die Anderung der Gesamtlésung wird in
Abhéngigkeit des normierten Intervallparameters u bis an

die Intervaligrenze u =1 verfolgt. Der vorher freie

Parameter Fluggeschwindigkeit wird dabei konstant
gehalten. Die Intervaliflattergleichungen lauten somit:

(36) ({Fc (s)]+u[AF (s)], {a}={0}. osus1.

Die Formulierung als Matrizengleichung ergibt sich dann
analog zu Gl. (32):
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o{y}||dix oy
any | 20} 14| {}={0}.

ofx} || du du
Dabei ist die numerische Ableitung der Flattergleichungen
in Richtung des normierten Parameters u bereits als

Radiusmatrix [AF] aus Gl. (35) bekannt:

o 2171, (7]
ou Au

Alle Terme fur die Anwendung des Newtonverfahrens sind
damit verfiigbar, so dass die Ldsungen {x}k fur alle

Eckpunkte des Hyperkubus erzeugt werden kénnen.
Danach ist der dritte Schritt der Transformationsmethode
in der reduzierten Form abgeschlossen.

Nun folgt im vierten Schritt die Rucktransformation der
Ergebnisdatenfelder (X): des jten Geschwindigkeits-

schritts in die zwei Intervalle, welche den Lésungsbereich
fur Dampfung und Frequenz einschliefen. In BILD 8 ist die
Suche nach den Intervallgrenzen im Flatterdiagramm
dargestellt. Beide stehen im Losungsvektor an der
Position 2h+1 bzw. 2h+2. Die Minima und Maxima
werden herausgesucht und als Ld&sungsintervall fir
Dampfung und Frequenz des komplexen Eigenwert-
problems der Flattergleichungen angegeben:

- min (o" ) < x5y, < max (o-f)
( )min(a)’)Sxi"m}k Smax(af) -

Der funfte Schritt der Transformationsmethode, in dem
man die Intervallergebnisse zu einer Zugehérigkeits-
funktion zusammenfugt, vereinfacht sich, weil im Sinne
einer robusten Stabilitdtsaussage nur das jeweils gesamte
einhillende Minimum und Maximum von Interesse
ist.

Dampfung Frequenz
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Fortsetzungsschritt in Richtung der unscharfen
Systemparameter zur Eingrenzung der Inter-
valle von Dampfung und Frequenz mit der c-
int-Methode

6. BEISPIELRECHNUNGEN

6.1. Flugel-Ruder-System

Die Losung der Flattergleichungen mit Unschérfeinter-
vallen soll am Beispiel eines einzelnen ebenen Fligel-
segments, an das ein Ruder angeschlossen ist, mit der c-
int-Methode erfolgen. Das in BILD 9 dargestellte aero-
elastische System nach [23] beinhaltet einen Schlagfrei-
heitsgrad h und einen Drehfreiheitsgrad «, die beide

Uber eine Federsteifigkeit mit der Umgebung verbunden
sind, sowie einen Ruderfreiheitsgrad g, der mit einer

Drehfeder an die Flosse angeschlossen ist. Das Fliigel-
Ruder-System besitzt eine voll besetzte Massenmatrix,
weil die Schwerpunkte von Fliigel und Ruder jeweils nicht
im Drehpunkt der Drehfedern liegen, so dass Massen-
kopplungen Uber die jeweiligen Absténde entstehen. Die

strukturmechanische  Steifigkeits- und Massenmatrix
lauten:

kL 0 0
40)  [k]=|0 Kk, o©

0 0 k

m S, Ss

[M]=|s. 3 (b(cs—e)s,+1,) | -
Sp (B(co—€)S,+1,) 7

Die Zahlenwerte fiir Federsteifigkeiten, Massen und
Abstdnde sind in BILD 9 zusammengestellt. Die
strukturelle Dampfung soll im Weiteren vernachlassigt
werden, weil sie fur die Darstellung der hier
interessierenden Zusammenhénge nicht maRgeblich ist.
Infolge einer Nichtlinearitat der mechanischen Steuerung
oder durch Variation der Aktuatorsteifigkeit kann die
Anschlusssteifigkeit des Ruderdrehfreiheitsgrads nicht
genau festgelegt werden. Zur Modellierung wird als obere
Grenze die doppelte Federsteifigkeit der nominalen
Drehfeder angenommen, wéhrend als untere Grenze
lediglich die Halfte auftreten soll. Diese Rechteckverteilung
fuhrt auf eine Intervallbeschreibung der Gesamtsteifig-
keitsmatrix mit folgenden Eintrégen:

[k, o 0 kL © 0
41 [Kc]i[AK]= 0 k, O |#|/0 kK, O
0 0 125k,| |O O 0.75k,

Der Dampfungs- und Frequenzverlauf der drei
resultierenden Schwingungsformen ist in BILD 10 dar-
gestellt, wobei die durchgezogenen Linien fiir das Flugel-
Ruder-System im Zentrum gelten. Die Frequenz fir den
Flugelschlag » verlduft dabei nahezu konstant Uber der
Geschwindigkeit, wahrend die Dampfungskurve einen
deutlichen Knick mit anschlieRendem Bogen in den
instabilen Bereich vollfihrt. Dabei tritt eine instabile
Kopplung mit der Ruderdrehung g auf, die eine mit dem

Staudruck ansteigende Frequenz aufweist. Wenn sich
beide Frequenzen anndhern, kann das System zwischen
98 m/s und 175 m/s instabil werden. Bei einer héheren
Geschwindigkeit ist der Frequenzabstand so grof3, dass
der Fligelschlag wieder in den stabilen Bereich zuriick-
kehrt. Es handelt sich daher um sogenanntes Hump-Mode
Flattern.

Bei Bericksichtigung des Intervalls der Ruderdrehfeder
entstehen Losungsgebiete fir die einzelnen Freiheits-
grade, die mit unterschiedlichen Graustufen in BILD 10
schraffiert sind. Die einzelnen Punkte in den Bereichen
stellen jeweils eine auskonvergierte Losung der Flatter-
gleichungen dar, die sich im Verlauf der Lésungsver-
folgung mit der Fortsetzungsmethode ausgehend von der
Zentrumslésung bis zum Rand des Intervalls ergeben.
Waéhrend sich das Frequenzintervall des Ruderfreiheits-
grads hauptséachlich als breites ansteigendes Unschérfe-
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band im Frequenzdiagramm zeigt, werden bei den
Dampfungen die Verlaufe aller drei Freiheitsgrade durch
die Frequenzunscharfe beeinflusst. Fiir den Fall, dass sich
die Ruderfrequenz am oberen Rand des Intervalls be-
findet, ist der Frequenzabstand zum Schlagfreiheitsgrad
geringer, so dass die aeroelastische Kopplung zwischen
Schlag- und Ruderfreiheitsgrad schon bei einer
niedrigeren Geschwindigkeit eintritt. Flir den entgegen-
gesetzten Fall liegt der Dampfungsnulldurchgang héher,
so dass ein Intervall fir die kritische Flattergeschwindigkeit
zwischen 73 - 112 m/s entsteht. Die Instabilitdt zwischen
Dreh- und Ruderfreiheitsgrad bleibt vom Drehfederintervall
nahezu unbeeinflusst.

Am Intervalldampfungsverlauf des Schiagfreiheitsgrads
fallt auf, dass die Zentrumslésung in bestimmten Ge-
schwindigkeitsbereichen auch das Loésungsgebiet be-
grenzen kann. Daran wird deutlich, dass wegen des
nichtlinearen Antwortverhaltens der komplexen Eigenwert-
problemstellung eine vereinfachte Betrachtung der Un-
scharfebander Uber die Auswertung von Sensitivitdten und
anschlieBende Extrapolation in Richtung der Intervall-
grenzen nicht moéglich ist. In diesem Fall wirde die
Zentrumslésung immer in der Mitte des Intervalls liegen.
Fir eine zuverldssige Aussage zur robusten Stabilitat ist
es erforderlich, die Flattergleichungen auch an ihren
Intervaligrenzen zu l6sen, um die korrekten Rénder des
Loésungsgebiets aufzufinden.

7 4
| o—e————t-E2 06 GO |
e—— T o

halbe Flugeltiefe: b=1.0m
Rucklage der elastischen ¢=-02m
Achse:
Rucklage des Rudergelenks: c;=0.5m
Rucklage Gesamtschwerpunkts: X, =0.1m
Riicklage Ruderschwerpunkts: x,=0.005m
Schlagfedersteifigkeit: k. =38373 z\V
i N m
Drehfedersteifigkeit: k, =86339 Nm
Ruderdrehfedersteifigkeit: kﬁ =195.7 Nm
Gesamtmasse: m=12.0kg
Drehtragheit: I, =3.0kgm’
Ruderdrehtragheit: I, =0.2448 kgm®
BILD9.  Flugel-Ruder-System nach [23] mit

Schwingungsformen

Dimpfung / %krit.
8

Frequenz / Hz

h - Fliigelschlag

-] 30 100 150 200 250 300

2 o - Fliigeldrehung
- B - Ruderdrehung
BILD 10. Flugel-Ruder-System mit Intervall der Ruder-

drehfeder
6.2. Beispielflugzeug

Bei dem Beispielflugzeug handelt es sich um ein Hoch-
leistungssegelflugzeug mit einer Fliigelspannweite von 18
m und einem Leitwerk in T-Ausfihrung. Die Primarstruktur
des Flugzeugs besteht volistdndig aus Kohlefaserver-
bundwerkstoffen und weist zur aerodynamischen
Leistungssteigerung einen sehr schlanken Leitwerkstrager
auf. Somit sind dessen Biege- und Torsionssteifigkeits-
eigenschaften gegeniiber konventionellen Auslegungen
von Segelflugzeugrimpfen deutlich reduziert. Dieser
Umstand filhrte bei ersten Flatteruntersuchungen zu einer
aeroelastischen Instabilitdt im nachzuweisenden Ge-
schwindigkeitsbereich  bis zum  1,2-fachen der
Dimensionierungsgeschwindigkeit 1,27, =372 km/h EAS .

Dabei tritt eine instabile Kopplung zwischen der Fliigel-
biegeschwingung mit zwei Knoten pro Halbspannweite
(Eigenschwingungsform S2) und der symmetrischen
Rumpfbiegung (Eigenschwingungsform SR2) auf, deren
Amplitudenverteilungen sich sehr &hneln und deren
Eigenfrequenzen mit f;, =7.25Hz bzw. fg, =9.14Hz

benachbart sind (vgl. BILD 11).

Zur aeroelastischen Nachweisfihrung wurde ein FE-
Modell aus den vorhandenen Konstruktionsdaten zu-
sammengestellt. Das  Flugzeug mit  schlanken
balkenartigen Strukturen von Tragfligel, Rumpf und
Leitwerk kann mit hinreichender Genauigkeit durch ein FE-
Modell unter weitgehender Verwendung von Balken-
elementen idealisiert werden. Die Massenverteilung wird
durch konzentrierte Punktmassen mit Drehtragheiten
vorgesehen, welche an den jeweiligen Knotenpunkten
entlang der Spannweite angebracht sind. Die Ver-
bindungen zwischen den einzelnen Flugzeugkomponenten
sind bei der Modellierung nicht als starr anzusehen.

Fur die Verbindung zwischen Tragfliigel und Rumpf bzw.
zwischen Seitenleitwerk und Hohenleitwerk sind Feder-
elemente vorzusehen. Dies gilt insbesondere fir das zum
Transport in seine Komponenten demontierbare Segel-
flugzeug. Die Balkenmodellierung des Beispielflugzeugs
wurde flr die OpenFEM-Toolbox [24] innerhalb MATLAB
aufbereitet. Das IFEM-Verfahren nach Kapitel 4 inklusive
der Intervallmodalanalyse wurde ebenfalls mit OpenFEM
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programmtechnisch umgesetzt. Bei der Modellierung der
Verstarkung soll fur die Biegesteifigkeit der zugehérigen
Balkenelemente das IFEM-Verfahren ein Unschérfeinter-
vall von p=1.5+0.5 angenommen werden. Die Zentrums-

und Radiusmatrizen fur die Gesamtsteifigkeitsmatrix
kénnen somit nach GIl. (8) zusammengestellt werden.
AnschlieBend kommt die Intervallmodalanalyse zur Be-
stimmung der einschlieBenden Intervalle fur Eigen-
frequenzen und Eigenschwingungsformen zur Anwendung
(vgl. BILD 11).

Mit dieser modalen Intervallmodellierung des Beispielflug-
zeugs wird eine Flatteruntersuchung mit der c-int-Methode
durchgefiihrt. Das Verfahren hat den Vorteil, dass nur die
zwei an der instabilen Kopplung beteiligten modalen
Freiheitsgrade S2 und SR2 als interessierende L&sungen
verfolgt werden miissen. Interaktionen oder Kopplungen
mit weiteren Schwingungsformen werden nicht ver-
nachlassigt, weil das modale Modell nicht reduziert wird,
sondern nur einzelne Lésungséste verfolgt werden. Um
die Notwendigkeit der Berticksichtigung der unscharfen
Schwingungsform und der daraus resultierenden Un-
sicherheiten in den generalisierten Luftkraften zu verdeut-
lichen, sind in BILD 12 die aus der Unsicherheitsfort-
pflanzung resultierenden Dampfungs- und Frequenzver-
laufe dargestellt. Auf der linken Seite sind in der Intervall-
flatterrechnung nur die Frequenzintervalle der beiden
Schwingungsformen bertiicksichtigt worden. Zusétzlich
sind zum Vergleich die diskreten Kurvenverldufe ein-
getragen, die sich fir die deterministische Flugzeug-
modellierung im urspriinglichen Zustand und mit der
angesprochenen nachtréglichen Versteifung des Leit-
werkstragers ergeben. Wahrend fur den Verlauf beider
Frequenzen tber der Fluggeschwindigkeit der Unschérfe-
bereich von der Lésung der c-int-Methode vollsténdig
ausgefullt wird, wird bei den Dampfungen nur ein Teil-
bereich abgedeckt.

Wenn neben der Intervallsteifigkeit zusatzlich die Intervall-
luftkrafte Berlicksichtigung finden, erhélt man mit der c-int-
Methode ein Lésungsgebiet, das die Kurven an der oberen
und unteren Grenze vollstandig einschlief3t, wie aus BILD
12 b) ersichtlich wird. Es ergeben sich die folgenden
kritischen Flattergeschwindigkeiten:

+  Flugzeug ohne Versteifung: Vv, , = 297km/h,
= 328kim/h,
Eigenfrequenzintervall:

+  Flugzeug mit Versteifung: v,

* Intervalllosung mit
V. = 301-327km/h,

@ kit

» Intervalllésung mit Eigenfrequenz- und Eigen-
schwingungsformintervall:
Vodizr = 294-330km/h.

Anhand dieses Beispiels konnte gezeigt werden, wie sich
der Einfluss der unscharfen Schwingungsformen in den
instationdren Luftkraften fortsetzt, die sich wiederum auf
den aeroelastischen Kopplungsmechanismus auswirken
und die kritische Flattergeschwindigkeit reduzieren
kénnen. Damit ist der in Kapitel 5 durchgefiihrte Aufwand
fur die Bereitstellung der Intervallluftkrafte gerechtfertigt,
welche bei vielen anderen Betrachtungen zur Flatterstabili-
tat in der verfugbaren Fachliteratur bisher vernachlassigt
worden sind.
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b) fie =9.586+0.569 Hz

a) fl, =7.469+0.128 Hz

BILD 11. a) Intervalle der Schwingungsformen der
symmetrischen Fligelbiegung S2 und b) der
Rumpfbiegung SR2
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BILD 12. Intervallflatterrechnung a) bei alleiniger Be-
riicksichtigung der Frequenzintervalle und b)
bei Beriicksichtigung der Frequenz- und

Schwingungsformintervalle

7. ZUSAMMENFASSUNG

In Ergénzung der herkdmmlichen Verfahren zur aero-
elastischen  Stabilitdtsuntersuchung von  Flugzeug-
konstruktionen untersucht die hier vorgestelite c-int-
Methode den Einfluss von Ungenauigkeiten bei der
strukturdynamischen Modellbildung. Das rechnerische
Vorgehen formuliert die Flattergleichungen mit einer
Intervallbeschreibung der generalisierten Steifigkeits-,
Dampfungs-, Massen- und Luftkraftmatrizen. Diese
Intervalle identifizierter elastomechanischer und aero-
dynamischer Einflussparameter werden Uber eine Be-
trachtung der Fortpflanzung der Unsicherheit durch den
gesamten Prozess der aeroelastischen Modellbildung
automatisch verfolgt, wodurch dem Flatteringenieur die
aufwendigen Vergleichsuntersuchungen und zahireichen
Sensitivitatsstudien erspart bleiben. Eine praktische
Umsetzung der Einbeziehung von Unsicherheiten in die
Simulation des aeroelastischen Systems auf Basis der
Fuzzy-Artihmetik  stellt die implementiete Trans-
formationsmethode nach Hanss dar.

AbschlieBend kann festgestellt werden, dass mit der
entwickelten Prozesskette fiir die Berechnung der aero-
elastischen Stabilitat ein Werkzeug vorliegt, mit dem das
Flatterproblem unter Beriicksichtigung von Intervall-
unsicherheiten bei der Modellierung in einem Rechen-
durchlauf untersucht werden kann.
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