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Zusammenfassung 
In der vorliegenden Arbeit wird zunächst eine Klassifizierung verschiedener numerischer Verfahren 
reduzierter Ordnung für die Ermittlung instationärer und generalisierter Luftkräfte vorgenommen. Die 
Identifikation eines linearen, diskreten Zustandsraummodells über Markov-Parameter wird als besonders 
vielversprechendes Verfahren für den betrachteten Anwendungsfall identifiziert und seine mathematischen 
Grundlagen detailliert dargestellt. Die Kalibrierung des Modells erfolgt anhand eines vollständigen Euler-
Verfahrens und die numerische Validierung wird unter anderem mit Hilfe einer Nickschwingung einer 
ebenen Platte und elastischer Schwingungsformen der AGARD 445.6 Flügelkonfiguration durchgeführt.   

 

NOMENKLATUR 

Formelzeichen  
A  Systemmatrix 
B  Steuermatrix 
C  Beobachtungsmatrix 
cp  Druckbeiwert 
D  Durchgangsmatrix 
H  Hankelmatrix 
I Einheitsmatrix 
k Zeitschrittindex 
l Gesamtanzahl der Zeitschritte 
M Beobachtungsmatrix 
Ma Machzahl 
O Nullmatrix 
Q Luftkraftmatrix 
t Zeit 
�t Zeitschrittweite 
u Eingangsvektor 
x Zustandsvektor 
Y Matrix der Markov-Parameter 
y Ausgangsvektor 
  
Abkürzungen  

ARMA Auto Regressive Moving Average 
ERA Eigensystem Realization Algorithm 
GAF Generalized Aerodynamic Forces 
MIMO Multiple-Input/Multiple-Output System 
RFA Rational Function Approximation 
ROM Reduced Order Model 
SD Small Disturbance (Methode kleiner 

Störungen) 
SOCIT System/Observer/Controller 

Identification Toolbox 
SVD Singular Value Decomposition 

 

1. EINLEITUNG 
Beim Entwurf und bei der Auslegung von zivilen und mili-
tärischen Fluggeräten werden die Flugbereichsgrenzen 
durch dynamische aeroelastische Stabilitäts- und Antwort-
probleme wie Flattern oder Buffeting bestimmt [1], [2]. 

Insbesondere zur Flatteranalyse ist dabei die Bestimmung 
der instationären aerodynamischen Luftkräfte beziehungs-
weise der generalisierten Luftkräfte nötig. Diese Luftkräfte 
werden durch die Umströmung der schwingenden Flügel-
struktur hervorgerufen. 
Für ihre Ermittlung wurden bisher vorwiegend numerische 
Verfahren basierend auf der linearisierten Potentialtheorie 
verwendet. Diese liefern zwar ein schnelles Ergebnis, 
allerdings haben sie den Nachteil, dass sie die Strömungs-
größen im transsonischen Flugbereich ungenau berech-
nen, da (starke) Verdichtungsstöße nicht erfasst werden. 
Dies macht vor allem für bessere Ergebnisse im Trans-
sonikbereich den Einsatz höherwertiger Verfahren not-
wendig: es werden dafür nichtlineare Euler- beziehungs-
weise Navier-Stokes-Verfahren eingesetzt. 
Bei den aeroelastischen Fragestellungen ist die Anzahl zu 
variierender Parameter, wie Machzahl, Flügelgeometrie, 
betrachtete elastische Eigenformen, Anstellwinkel und 
Frequenz, sehr hoch und somit auch der Rechenaufwand, 
der für eine ausführliche Analyse mit einem Euler- oder 
Navier-Stokes-Verfahren betrieben werden muss. Dies hat 
die Forderung nach effizienteren Verfahren mit kurzen 
Antwortzeiten verstärkt und die Entwicklung von Verfahren 
reduzierter Ordnung zur Ermittlung von instationären Luft-
kräften vorangetrieben. So wurden zum Beispiel basierend 
auf den vollständigen Euler- beziehungsweise Navier-
Stokes-Verfahren die sogenannten SD-Verfahren ("Small 
Disturbance") entwickelt, die auch am Lehrstuhl für 
Aerodynamik der TU München umgesetzt sind, [3], [4] und 
[5]. Sie liefern hochwertige Ergebnisse bei gleichzeitig 
wirtschaftlicher Rechenzeit. 
Neben den SD-Verfahren existieren jedoch noch zahl-
reiche weitere numerische Verfahren reduzierter Ordnung 
(„Reduced Order Models“, ROM), die auf aerodynamische 
Probleme anwendbar und daher von Interesse für die 
Ermittlung von instationären Luftkräften sind [6]. 
Im Rahmen dieser Arbeit wird basierend auf einer groben 
Klassifizierung ein geeignetes ROM-Verfahren ausgewählt 
und auf die Ermittlung der instationären Luftkräfte 
angewendet. Dazu wird zuerst die physikalische Problem-
stellung, auf die das Verfahren bezogen werden soll, 
erläutert. Anschließend wird das ROM-Verfahren und 
seine Anwendung auf zwei Berechnungsfälle vorgestellt.  
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2. BERECHNUNG INSTATIONÄRER 
LUFTKRÄFTE IN DER AEROELASTIK 

Die Kraft- und Momentenbeiwerte für ein instationäres 
Umströmungsproblem werden im TUM-AER Euler-Ver-
fahren direkt berechnet und ausgegeben. Somit stehen 
instationäre Luftkraftgößen wie der Auftriebsbeiwert CA(t) 
zur Verfügung. Zusätzlich können bei der Untersuchung 
von Schwingungen einer Struktur in ihren Eigenmoden die 
generalisierten Luftkräfte ("Generalized Aerodynamic 
Forces", GAF) ermittelt werden. Die GAF werden durch 
die Umströmung der schwingenden Flügelstruktur ver-
ursacht und sollen insbesondere für die ersten n 
Eigenmoden der Tragflächen ermittelt werden. Da bei dem 
Euler-Verfahren die reibungsfreie Umströmung von 
Tragflügeln betrachtet wird, resultieren aufgrund der 
fehlenden Reibungskräfte die Kräfte und Momente, die auf 
die Tragflügeloberfläche wirken, allein aus der Druckvertei-
lung auf der Flügeloberfläche. 
Die Einträge in die generalisierte Luftkraftmatrix Q 
ergeben sich aus der Integration des Produktes der Druck-
verteilung generiert durch die Eigenform i (cpi(x)) mit der 
Auslenkung der Eigenform j (zj( x̂ j)) über der Tragflügel-
oberfläche F zu [1], [5]: 

(1)  ,)ˆ()( ijj
F

piij dcQ Fxzx �� �  

worin i, j = 1,...,n. Somit werden für die Ermittlung der 
generalisierten Luftkraftmatrix die Druckverteilung cpi(x) 
und die Auslenkung der Eigenform j benötigt. 

 
BILD 1. Druckverteilung für den AGARD 445.6 Flügel 

bei Ma� =0,954 und �=0° 
 
Sind die Eigenformen aus der strukturdynamischen Ana-
lyse bekannt, so können sie direkt über die kinematischen 
Randbedingungen in die aerodynamische Analyse ein-
gehen. Zuerst wird eine stationäre Rechnung mit unaus-
gelenktem Netz der Flügelgeometrie für die gewünschte 
Flügelkonfiguration und Machzahl durchgeführt, vgl. 
BILD1. Darauf aufsetzend findet die instationäre Rech-
nung für dieselbe Machzahl und Flügelgeometrie für die 
Schwingung in der jeweiligen Eigenform i statt, vgl. BILD2. 
Das ausgelenkte Netz entspricht dabei dem Flügel in der 
jeweiligen Eigenform. Der Zeitverlauf wird zwischen dem 
unausgelenkten und dem ausgelenkten Zustand inter-
poliert [3], [4]. 
Während der aerodynamischen Berechnungen wird das 
System als entkoppelt betrachtet, das heißt, der Flügel 
schwingt in seiner Eigenform, ohne dass die Umströmung 
und die daher rührende Kraft einen Einfluss auf die 
Schwingung haben. Aus den Ergebnissen der in-
stationären Rechnung wird dann die instationäre Druck-
verteilung cpi(x) für die Eigenform i ermittelt. Zusätzlich 
werden die Auslenkungen aller Eigenformen j durch die 
Schwingung in Eigenmode i berechnet. Daraus können 
anschließend die Einträge in die jeweilige Zeile i der GAF-
Matrix mit Gleichung (1) ermittelt werden. Für die Berech-

nung der gesamten GAF-Matrix Q sind somit n separate 
Euler-Rechnungen durchzuführen, wobei n der Anzahl der 
zu betrachtenden Moden entspricht. 

 
BILD 2. Eigenmoden 1 bis 4 der AGARD 445.6- 

Flügelkonfiguration 

Das numerische Verfahren reduzierter Ordnung soll auf 
die Ermittlung instationärer und generalisierter Luftkräfte, 
insbesondere auf Basis der (nichtlinearen) instationären 
Euler- bzw. Navier-Stokes-Gleichungen, anwendbar sein. 
Die Ausgangsgrößen, die mit dem Verfahren ermittelt 
werden sollen, stellen die in Gleichung (1) formulierten 
instationären Luftkräfte als Antworten auf Bewegungs-
formen von Tragflächen dar. Als Eingangsgröße dient der 
zeitliche Verlauf der Auslenkung der Flügelgeometrie, 
ausgedrückt durch Starrkörpermoden und/oder Eigen-
moden der Flügelstruktur. Als weitere Voraussetzung 
sollen hier nur kleine Amplituden der strukturellen Defor-
mation betrachtet werden (wie es in der Flatteranalyse 
gängige Praxis ist). Dadurch wird die Annahme der 
Amplitudenlinearisierung gültig, welche besagt, dass sich 
die aerodynamische Antwort linear in Bezug auf die 
Amplitude der strukturellen Deformation verhält [7]. Somit 
ist auch die Verwendung linearer ROMs möglich [6]. 

3. NUMERISCHE VERFAHREN REDUZIERTER 
ORDNUNG 

Numerische Verfahren reduzierter Ordnung sind verein-
fachte mathematische Modelle, die die wichtigsten Aspek-
te der Dynamik eines Originalsystems abdecken und die in 
der Lage sind, Eingangs-Ausgangs-Beziehungen kom-
plexer Systeme wiederzugeben [8].  
Bei Verfahren, die zur Ermittlung instationärer Luftkräfte 
angewendet werden, handelt es sich um sogenannte 
aerodynamische ROMs. Durch ihren Einsatz erhofft man 
sich eine effizientere Berechnung der Luftkräfte und damit 
eine Einsparung in der dafür benötigten Rechenzeit.  

3.1. Übersicht zu Verfahren 
Bei den Verfahren reduzierter Ordnung, die zur Ermittlung 
instationärer Luftkräfte in Frage kommen, ist zwischen 
Verfahren im Frequenzbereich und im Zeitbereich zu 
unterscheiden, die hier kurz aufgeführt werden.  

3.1.1. Verfahren im Frequenzbereich 
Zu den ROM-Verfahren im Frequenzbereich zählen die 
Fourieranalyse [9], [10], [11] die Spektralanalyse [10], die 
„Indicial Method“ [12] und die bereits erwähnten Small-
Disturbance-Verfahren [3], [4], [5]. 
Bei den Verfahren im Frequenzbereich scheinen grund-
sätzlich die Methode der Spektralanalyse sowie die Indicial 
Method und das SD-Verfahren die Anforderungen der in 
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Abschnitt 2 vorgestellten Methodik zu erfüllen. Die Fourier-
analyse weist im Vergleich zur Spektralanalyse erhebliche 
Nachteile auf (sie ist nur für eine reduzierte Frequenz 
gültig und das Ergebnis kann ungenau sein) und kommt 
aus diesem Grund weniger in Frage. Die Indicial Method 
ist im Ansatz recht ähnlich zu den SD-Verfahren (es wird 
hierfür auch ein SD-Ansatz zur Umsetzung vorge-
schlagen), so dass die Neuerungen bei der Umsetzung 
dieses Verfahrens recht gering wären. Grundsätzlich ist 
mit dem SD-Verfahren bereits ein ROM im Frequenz-
bereich vorhanden. Die hier verfolgte Vorgehensweise 
bezieht sich daher auf ein ROM im Zeitbereich. 

3.1.2. Verfahren im Zeitbereich 
Im Zeitbereich sind als wichtige Verfahren das Auto 
Regressive Moving Average-Modell (ARMA-Modell) [11], 
die Volterra-Theorie [13], [14], [15], das Zustandsraum-
modell [8], [16], [17], die Methode der Rationalen Funk-
tionen [18], [19] sowie die Eigenmodebasierten Verfahren 
[20] und die Methode der Balanced Modes  [20] zu 
nennen.  
Die Volterra-Theorie wäre grundätzlich sehr gut geeignet, 
da mit ihr sogar nichtlineare Zusammenhänge dargestellt 
werden können und sie sehr gute Ergebnisse bei der 
GAF-Ermittlung liefert. Der mit der Umsetzung des 
Verfahrens verbundene Aufwand erscheint allerdings sehr  
hoch zu sein. 
Das Hauptaugenmerk der beiden Verfahren, die auf der 
Ermittlung von Moden basieren (Eigenmodebasierte 
ROMs, Verfahren der Balanced Modes), ist eher auf der 
Abbildung der Physik in Form dominanter beziehungs-
weise energiereichster Strömungsstrukturen als auf der 
Ermittlung gewünschter Ausgangsgrößen wie der 
instationären Luftkräfte zu liegen. Weiterhin wurde das 
Eigenmodebasierte Verfahren bisher nicht für drei-
dimensionale Problemstellungen angewendet und der 
numerische Aufwand wird bereits für das 2-D-Euler-
Verfahren als sehr hoch angegeben. Das Verfahren der 
Balanced Modes wurde zudem bisher noch nicht auf ein 
Euler-Verfahren, sondern nur auf einfachere Vortex-
Lattice-Modelle angewendet [20]. Somit scheiden diese 
beiden Verfahren beim Auswahlprozess aus. 
Das ARMA-Modell weist ebenfalls mehrere Nachteile auf: 
es ist sehr sensitiv bezüglich der gewählten Ordnung und 
weist bei der Vorhersage von Größen in einigen Moden 
Probleme auf [11]. 
In Anbetracht dieser Tatsachen verbleiben im Zeitbereich 
letztlich das Verfahren der Rationalen Funktionen und das 
Zustandsraummodell als für die gewünschte Anwendung 
sehr geeignet erscheinende Methoden. Das Zustands-
raummodell wurde dabei bereits als diskretes, dyna-
misches Modell in Verbindung mit GAF erfolgreich einge-
setzt und es sind sehr ausführliche Informationen zu dem 
Verfahren in der Literatur vorhanden. Zusätzlich ist es 
Gegenstand aktueller Untersuchungen [16] und es exis-
tiert ein Programmpaket zur Systemidentifikation, das bei 
der Umsetzung der Methode hilfreich sein könnte [17]. Aus 
diesen Gründen fällt die Wahl für das ROM, das zur 
Ermittlung instationärer Luftkräfte umgesetzt werden soll, 
auf das Zustandsraummodell. Es wird im Folgenden 
ausführlich beschrieben. 

3.2. Zustandsraummodell 

3.2.1. Lineare diskrete Formulierung 
Das lineare diskrete Zustandsraummodell dient der 
Beschreibung eines dynamischen Systems im Zeitbereich 
(vergleichbar zum Beispiel mit Transferfunktionen, die das 
dynamische Verhalten im Frequenzbereich beschreiben). 

 
BILD 3. Blockschaltbild [20]. 
 
Es kann aus dem kontinuierlichen Zustandsraummodell, 
vgl. BILD 3, mit einer zeitlichen Vorwärtsdifferenz abge-
leitet werden und wird beschrieben durch die Zustands-
gleichung (2) und die Ausgangsgleichung (3): 
 

(2)   ),()()1( kkk BuAxx ���  

(3)   ),()()( kkk DuCxy ��  
 

mit dem Zustandsvektor x(k), dem Eingangsvektor u(k) 
und dem Ausgangsvektor y(k). Hierbei beschreibt A die 
Systemmatrix, B die Steuermatrix, C die Beobachtungs-
matrix und D die Durchgangsmatrix [20]. Wenn sich das 
Zeitverhalten eines Systems durch ein lineares diskretes 
Zustandsraummodell nach den Gleichungen (2) und (3) 
beschreiben lässt und die Systemmatrizen sowie ein 
Anfangswert für den Vektor x bekannt sind, kann für einen 
beliebigen Systemeingang u der zugehörige Ausgang y 
mit dem Zustandsraummodell berechnet werden. 

3.2.2. Systemidentifikation  
Im Rahmen einer Systemidentifikation für ein diskretes 
Zustandsraummodell werden auf Basis eines oder 
mehrerer gegebener Eingangs-Ausgangs-Paare die Sys-
temmatrizen A, B, C und D ermittelt. Ein mögliches 
Verfahren stellt die Identifikation von Markov-Parametern 
mittels eines Beobachters dar [8], [16], die hierfür genutzt 
wird. 

3.2.2.1. Markov-Parameter 
Bei der Systemidentifikation sind im ersten Schritt die Ein- 
und Ausgangsgrößen des Systems festzulegen. Darauf 
aufbauend kann eine Datensammlung - zum Beispiel 
mittels Rechnungen oder anhand von Experimenten am 
Originalsystem - angefertigt werden, die Zeitreihen für 
bestimmte Eingänge in das System und die zugehörigen 
Ausgänge umfasst. Diese Daten dienen als Grundlage für 
die Systemidentifikation.  
Mit der Annahme trivialer Anfangsbedingungen, das heißt 
x(0) = 0, kann der Satz an Gleichungen aus (2) und (3) für 
eine Folge von l Zeitschritten folgendermaßen in Matrix-
form geschrieben werden: 
 

(4)  ,YUy �   
mit 
(5)   � �,)1()2()1()0( �� lyyyyy �  

(6)   � �BCACABCBDY 2�� l�    
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Hierbei ist y eine q×l-Matrix, die die Zeitreihen der 
betrachteten Systemausgänge enthält. Bei U handelt es 
sich um eine obere Dreiecksmatrix mit den diskreten 
Eingangsgrößen als Einträgen, sie hat die Dimension 
ml×l. Die Matrix Y ist von der Dimension q×ml. Ihre 
Elemente sind die sogenannten Markov-Parameter D, CB, 
CAB, …, CAl-2B des Systems in den Gleichungen (2) und 
(3), die durch die vier Systemmatrizen des diskreten 
Zustandsraummodells ausgedrückt werden [21]. Im Rah-
men der Systemidentifikation werden zuerst die Einträge in 
Y, also die Markov-Parameter, aus den Informationen aus 
y und U ermittelt, bevor anschließend auf die vier System-
matrizen des Zustandsraummodells geschlossen werden 
kann.  
Um den numerischen Aufwand bei der Systemidenti-
fikation zu reduzieren, werden bei dieser Methode oft nicht 
alle Einträge in Y berücksichtigt, sondern nur eine verkürz-
te Version der Matrix mit p Markov-Parametern betrachtet. 
Wenn nämlich A asymptotisch stabil ist, wird (unter der 
Voraussetzung, dass p ausreichend groß gewählt ist) Ai�0 
für alle Zeitschritte i � p. Gleichung (4) wird dann 
angenähert durch 

(8)  ,ˆˆ UYy �  
wobei 
(9)  � � ,)1()()2()1()0( �� lp yyyyyy ��  

(10)   � �,ˆ 1BCACABCBDY �� p�  
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Mit Û und � sind hier die verkürzten Versionen von U und 
Y gemeint, die nun die Dimensionen m(p+1)×l be-
ziehungsweise q×m(p+1) haben. Die Länge l der Daten-
reihen ist hierbei gößer als das Produkt m(p+1) zu wählen 
(mit m als Anzahl der Eingänge und p als einem Skalar, 
sodass Ai�0 und damit auch CAiB� 0 für i �  p). 
Auf die Einträge in � wird schließlich aus 
 

(12)  �� UyY ˆˆ  
 

geschlossen, wobei Û+ die Pseudoinverse der Matrix Û ist. 
Die Gleichung (12) wird näherungsweise von den ersten p 
Markov-Parametern erfüllt. Der Approximationsfehler 
nimmt hierbei ab, je größer p gewählt wird. Ein Sonderfall 
ergibt sich, wenn es sich bei den Systemeingängen (den 
Einträgen in U) ausschliesslich um diskrete Dirac-Impuls-
Funktionen ("unit pulse") handelt: dann ist u(0)=1 und alle 
weiteren Einträge in u sind Null. Somit wird U zur 
Einheitsmatrix und die Einträge in y entsprechen bereits 
den Markov-Parametern Y. 

3.2.2.2. Eigensystem Realization Algorithm 
Sind die Einträge in Y (Markov-Parameter) ermittelt, kann 
die Systemidentifikation mit Hilfe des "Eigensystem Reali-
zation Algorithm" (ERA) erfolgen. Hierbei handelt es sich 
um einen Algorithmus, der zuerst die sogenannte Hankel-
matrix aus den Markov-Parametern aufstellt, um sie 
anschließend zu zerlegen und aus dieser Zerlegung die 
Systemmatrizen des Zustandsraummodells zu extra-
hieren. Diese Methode ist ausführlich in [21] und [22] 
beschrieben, hier folgt eine kurze Zusammenfassung der 
wichtigsten Schritte. 
Im ersten Schritt des ERA erfolgt die Aufstellung einer 
qp×mN Blockmatrix, der sogenannten Hankelmatrix, aus 
den Markov-Parametern. Hierbei sind p und N Skalare, so 
dass gilt mN�qp. Dabei handelt es sich um eine Matrix mit 
jeweils gleichen Einträgen auf ihren von links unten nach 
rechts oben verlaufenden Diagonalen. Sie ist bereits durch 
ihre erste Zeile und ihre letzte Spalte vollständig 
beschrieben. Um die Notation zu vereinfachen, werden die 
Markov-Parameter folgendermaßen definiert: 
 

(13)   ,0 DY �  

   ,1 CBY �  

   ,2 CABY �  

   ,2
3 BCAY �  

      �  

   .1BCAY �� k
k  

 

Die Hankelmatrix lautet dann wie folgt: 
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Zu beachten ist hier, dass Y0=D nicht in der Hankelmatrix 
erscheint. Die Matrix H(0) hat den Rang n, wenn pq � n ist. 
Anschließend findet eine Faktorisierung der Hankelmatrix 
mittels Singulärwertzerlegung ("Singular Value Decompo-
sition", SVD) statt. Dies ist die Darstellung einer Matrix als 
Produkt dreier spezieller Matrizen, nämlich einer soge-
nannten unitären Matrix R, einer reellen Matrix � und der 
Adjungierten der unitären Matrix S: 
 

(15)   ,)0( TSR�H �  
 

wobei die Spalten von R und S orthonormal sind und es 
sich bei � um eine n×n Diagonalmatrix mit positiven 
Eigenwerten handelt. Die Systemmatrizen ergeben sich 
dann wie in [21] und [23] gezeigt wird aus: 
 

(16)   ,)1( 2/12/1 S�HR�A T��  

   ,2/1
r

T ES�B ��  

   ,2/1R�EC T
s�  

   .0YD �  
 

Diese Formulierung enthält die Matrizen Er und Es
T, die 

beide aus Einheitsmatrizen und Nullmatrizen bestehen: 
 

(17)   � �rsrrr
T
r )1( ���� OIE  

und 
(18)   � �.)1( srsss

T
s ���� OIE  

 

Weiterhin wird die Matrix H(1) benötigt, welche lautet: 
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Somit können die Systemmatrizen mit Hilfe des ERA 
ermittelt werden. Eine mögliche Erweiterung des Algorith-
mus stellt die Einführung eines Beobachters dar, wodurch 
das System aus Markov-Parametern zusätzlich kompri-
miert wird. Dieses Vorgehen ist im nächsten Abschnitt 
beschrieben. 

3.2.2.3. Observer-Markov-Parameter 
Oft, insbesondere bei leicht gedämpften Systemen, wird 
die Anzahl an Parametern p, die für die in Gleichung (8) 
angegebene Näherung benötigt wird, und dadurch auch 
die erforderliche Größe der Datenreihen (Länge l), so 
groß, dass die Matrix Û für die numerische Ermittlung der 
Pseudoinversen Û+ zu groß wird. Eine Möglichkeit, die hier 
Abhilfe schafft, ist die folgende algebraische Umformung, 
durch die das System unabhängiger Markov-Parameter 
verkleinert wird. Dadurch werden die Dimensionen der 
Hankelmatrix kleiner und der numerische Aufwand zur 
Durchführung der Systemidentifikation wird reduziert. 
Ausgehend von der diskreten Zustandsgleichung (2) wird 
auf der rechten Seite der Gleichung der Term My(k) 
addiert und subtrahiert. Dies führt zu 
 

(20)   ,)()()1( kkk vBxAx ���  

(21)   ,)()()( kkk DuCxy ��  

mit 

(22)   ,MCAA ��  

(23)   � �,MMDBB ���  

(24)   .)(
)()( 	

�

�

�� k

kk y
uv  

 

M stellt hier eine beliebige Matrix der Dimension n×q dar, 
die so gewählt wird, dass sie die Matrix � stabil macht. Bei 
Gleichung (20) handelt es sich nun um eine Beobach-
tungsgleichung ("observer equation"), wenn der Zustand 
x(k) als Beobachtungszustand betrachtet wird. Die Dimen-
sionen der veränderten Systemmatrizen sind in BILD 4 
grafisch dargestellt. 

 
BILD 4. Systemmatrizen des um einen Beobachter 

erweiterten Zustandsraummodells 
 
Die Eingangs-Ausgangs-Beziehung aus Gleichung (4) wird 
nun zu 
(25)  ,VYy �  

wobei 
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Da M hier frei gewählt werden kann und in die Matrix � 
eingeht, können auch die Eigenwerte von � mit der Wahl 
von M beeinflusst werden. So wird versucht, die Eigen-
werte von � in den Ursprung zu legen. Dadurch wird 
C�i B �0 für i � p und die Observer-Markov-Parameter 
können wie in Gleichung (8) ermittelt werden: 

(29)  ,ˆˆ VYy �  

wobei 
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Bei V̂ und Ŷ  handelt es sich um verkürzte Versionen von 
V  und Y  und es gilt näherungsweise �� VyY ˆˆ  für die 
ersten p (Observer-)Markov-Parameter, wobei �V̂  wiede-
rum die Pseudoinverse von V  ist. Sind die Observer-Mar-
kov-Parameter in Ŷ  ermittelt, wird aus ihnen auf die 
Markov-Parameter des Systems geschlossen. Zuvor wer-
den die Elemente der Matrix Ŷ  folgendermaßen definiert:  
(33)  � �,ˆ

1101 ��� pYYYYY �  

mit  

(34) � �
� � ,...,2,1,0,

)()()(
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(35) .1 DY ��  

Der Markov-Parameter CB lässt sich aus Gleichung (34) 
einfach ableiten: 

(36)  .
()

)2(
0

)1(
0

0
DYY
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��

����
 

Um auf eine Formulierung für den darauf folgenden 
Markov-Parameter CAB zu schließen, wird der erste 
Eintrag in 1Y  betrachtet: 

(37)  
.)(

))(()1(
1

MDMCACCMCBCAB
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����
���  

Durch einfaches Umformen ergibt sich schließlich 
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Analog dazu wird für den Markov-Parameter CA2B das 
Produkt )1(

2Y  herangezogen: 
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und daraus: 
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Die allgemeine Beziehung zwischen den Observer-
Markov-Parametern und den Markov-Parametern des 
Systems lautet: 

(41)  .
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Bei Bedarf kann aus den Observer-Markov-Parametern 
auch auf die Beobachtungsmatrix M aus Gleichung (20)  
geschlossen werden. Hierzu finden sich ausführliche Infor-
mationen in [24]. Zusätzlich ist dort auch das Vorgehen für 
Rechnungen erläutert, in denen die triviale Anfangsbe-
dingung nicht erfüllt ist (x(0)� 0). 
Zusammenfassend wird die Anzahl der unabhängigen 
Markov-Parameter durch die Einführung eines Beobach-
ters verringert. Die Hankelmatrix wird dadurch verkleinert 
und der numerische Aufwand zur Systemidentifikation mit 
Hilfe des ERA reduziert. Außerdem wird die Stabilität des 
Systems durch den eingeführten Beobachter erhöht [24]. 

3.2.3. Anwendung auf instationäre Luftkräfte 
Nach der theoretischen Beschreibung der System-
identifikation mit dem Zustandsraummodell wird nun 
dessen Anwendung auf die Ermittlung instationärer 
Luftkräfte unter Nutzung der SOCIT-Toolbox [17] erläutert. 
Die Idee bei diesem Verfahren ist es, aus instationären 
Antworten des Originalsystems auf bestimmte Anregungs-
signale ein Modell aufzustellen, das dann genutzt werden 
kann, um linearisierte Antworten des Systems auf 
beliebige Eingänge zu ermitteln [16]. Dabei werden die 
instationären Antworten über Markov-Parameter in den 
Zustandsraum transformiert, so dass die Matrizen A, B, C 
und D eines Zustandsraummodells ermittelt werden 
können. Dieses Zustandsraummodell stellt dann das 
eigentliche ROM dar. 
Bei dem Originalsystem, das mit speziellen Eingängen 
angeregt wird, handelt es sich um einen Strömungslöser, 
wobei in diesem Fall das vollständige TUM-AER Euler-
Verfahren verwendet wird. Es kann bei entsprechender 
Anregung nichtlineare instationäre GAF liefern. Zu beach-
ten ist, dass alle Rechnungen am Originalsystem für die 
gleiche Flügelgeometrie und die gleiche Machzahl durch-
geführt werden müssen, wenn das später erzeugte ROM 
genau für diese Konfiguration gültig sein soll. 
Als Eingänge, mit denen das Originalsystem angeregt 
wird, werden in der Regel Impulsfunktionen oder Sprung-
funktionen verwendet. Diese Funktionen haben den Vor-
teil, dass sie den gesamten Frequenzbereich eines 
Systems anregen [25]. Die Impulsfunktion wird im Diskre-
ten als Impulsfolge bezeichnet. Sie entspricht dem Dirac-
Impuls zeitkontinuierlicher Signale und lautet: 

 

(42)   
��
�

�
�� .0,0

0,1)( k
kk�  

 

Die zur Impulsfolge analoge Sprungfolge lautet: 
 

(43)   
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�
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Die Verläufe der beiden Funktionen sind in BILD 5 
dargestellt.

 
BILD 5. Diskrete Anregungssignale: a) Impulsfolge, b) 

Sprungfolge 
 
Bei der Ermittlung von GAF handelt es sich um modale 
Impuls- oder Sprungfunktionen. Als Antworten auf die 
jeweiligen Anregungen werden die Zeitverläufe der in-
stationären Luftkräfte beziehungsweise der GAF aufge-
zeichnet, vgl. BILD 6. Sind die Eingangs-Ausgangs-Paare 
aus dem Originalsystem ermittelt, kann die System-
identifikation mit Hilfe des in Abschnitt 3.2.2 beschrie-
benen Verfahrens durchgeführt werden. 

 
BILD 6. Datensammlung durch Anregung des 

Originalsystems 
 
Werden bei der Anregung des Systems ausschließlich 
Impulsfunktionen verwendet, ist der ERA-Algorithmus aus-
reichend um das Zustandsraummodell zu bestimmen. Für 
andere Eingangsfunktionen wird das erweiterte Verfahren 
(mit vorheriger Ermittlung der System-Markov-Parameter 
und anschließender Systemidentifikation mit dem ERA-
Algorithmus) genutzt. Diese wichtigsten Schritte zur Er-
stellung des aerodynamischen ROMs sind in BILD 7 
nochmals grafisch dargestellt. 
Eine Verifizierung des Modells kann dadurch erfolgen, 
dass weitere Rechnungen mit neuen Eingängen sowohl 
mit dem Originalverfahren als auch mit dem identifizierten 
Zustandsraummodell durchgeführt werden. Werden die 
Originalausgänge und die vom Zustandsraummodell er-
mittelten Ausgänge dann miteinander verglichen, kann 
eine Aussage über die Qualität des ROMs getroffen wer-
den. 

 
BILD 7. Anwendung des Zustandsraummodells zur 

Ermittlung instationärer Luftkräfte (s.a. [16]) 

Das ermittelte Zustandsraummodell kann dann theoretisch 
genutzt werden, um für beliebige Eingänge zugehörige 
Ausgänge zu bestimmen. Der große Vorteil ist nun, dass 
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der Ausgang, zum Beispiel in Form der GAF, über das 
ROM deutlich schneller ermittelt werden kann, als es in 
einer Rechnung mit dem Originalverfahren (hier dem 
Euler-Verfahren) dauern würde. Weiterhin wird in [25] 
beschrieben, dass das aerodynamische Zustandsraum-
modell sehr gut mit einem strukturdynamischen Zustands-
raummodell für die Behandlung aeroelastischer und 
aeroservoelastischer Probleme gekoppelt werden kann. 
Für weitere Details der Umsetzung der Methode kann die 
angegebene weiterführende Literatur sowie [26] heran-
gezogen werden, wo das zugehörige Programmpaket und 
verschiedene Testrechnungen zur Systemidentifikation 
vorgestellt werden.  

4. BERECHNUNGSFÄLLE 
Zur Validierung des ROM-Verfahrens werden zuerst 
einfache generische Testfälle aus der Strukturdynamik 
(Einfreiheitgradsystem) untersucht [26]. Anschließend wer-
den Berechnungen für  fluidmechanische Problemstellung-
en durchgeführt, von denen die Nickschwingung einer 
ebenen Platte hier vorgestellt wird. Zusätzlich wird das 
Verfahren auf einen Standardtestfall in der Aeroelastik, die 
Schwingung des AGARD 445.6 Flügels in seinen Eigen-
moden, angewendet, um den zeitlichen Verlauf der gene-
ralisierten Luftkräfte mit dem Zustandsraummodell abzu-
bilden. 

4.1. Nickschwingung einer ebenen Platte 
Die Nickschwingung einer ebenen Platte stellt eine von 
deren Starrkörperformen dar [27]. Zur Generierung einer 
Datenbasis wird zuerst eine Referenzrechnung mit dem 
TUM-AER Euler-Verfahren durchgeführt. Die Drehung der 
Platte mit der Länge l=1 erfolgt um den Punkt (x=0,5; y=0), 
siehe BILD 8.  

  
BILD 8. Geometrie und Anströmverhältnisse der 

ebenen Platte 
 
Im ersten Schritt wird eine stationäre Rechnung bei einem 
Anstellwinkel von �=0° für ein unausgelenktes Netz 
durchgeführt. Darauf  "aufsetzend“ wird eine instationäre 
Rechnung für ein um den Winkel ��=0,1° gedrehtes Netz 
angeschlossen. Als Anregungssignal dient dabei eine 
Impulsfunktion, wobei der Zeitschritt so gewählt wird, dass 
eine harmonische Schwingung mit einer reduzierten 
Frequenz von kred=1 mit 100 Werten pro Periode aufgelöst 
würde. Als Impulsantwort auf die Anstellwinkeländerung 
wird eine Datenreihe für den Normalkraftbeiwert CY bei 
einer Anströmmachzahl von Ma�=0,5 verwendet. Sie hat 
eine Länge von 2496 Einträgen. Die mit dem Algorithmus 
ermittelte Systemordnung unter Verwendung von p=1500 
Observer-Markov-Parametern beträgt n=1483. 
Die Ergebnisse für diese Systemidentifikation stimmen bei 
Anregung des identifizierten Systems durch die Impuls-
funktion perfekt mit denen des Originalsystems überein, 
vgl. BILD 9. Soll der mit der Systemidentifikation verbun-
dene Rechenaufwand reduziert werden, wäre die Verwen-

dung einer kleineren Anzahl an Observer-Markov-Para-
metern eine Option. 

 
BILD 9. Impulsantwort des originalen und des mit ‚okid’ 

identifizierten Systems für den Normal-
kraftbeiwert CY als Funktion des Zeitschritts k 

Jedoch darf die Anzahl der Parameter nicht zu gering 
gewählt werden: für Werte von p<200 wird das identi-
fizierte Systemverhalten bereits in der Abbildung der Im-
pulsantwort selbst fehlerhaft. 
Ein identifiziertes System sollte vor allem auch in der Lage 
sein, das Antwortverhalten des Originalsystems bei 
"neuen“ nicht für die Systemidentifikation verwendeten 
Eingängen korrekt wiederzugeben. In BILD 10 wird dies 
für die ebene Platte am Beispiel einer Sinusfunktion 
verdeutlicht. Diese harmonische Schwingung im Anstell-
winkel hat eine reduzierte Frequenz kred=1,0 und eine 
Amplitude von ��=0,1°. Das ausschließlich anhand der 
Impulsanregung/Impulsantwort identifizierte ROM (in die-
sem Beispiel für p=1500) liefert auch hier überzeugende 
Ergebnisse. Der maximale Fehler der identifizierten Sinus-
antwort, der im Vergleich zur originalen Sinusantwort 
gemacht wird, beträgt bezogen auf die jeweilige maximale 
Amplitude 2,3%. 

 
BILD 10. Nickschwingung der ebenen Platte: 

Sinusantwort des originalen und des mit dem 
Impuls identifizierten Systems für den Normal-
kraftbeiwert CY als Funktion des Zeitschritts k 
bei einer reduzierten Frequenz kred=1 

 
Auf Basis des identifizierten Systems werden nun außer-
dem die Antworten auf harmonische Schwingungen mit 
weiteren reduzierten Frequenzen (hier für kred = 0,1; 0,5; 5; 
10) untersucht. Die Ergebnisse sind in BILD 11 für die 
beiden kleineren und in BILD 12 für die beiden größeren 
reduzierten Frequenzen dargestellt. Für die Frequenzen 
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kred=0,1 und kred=0,5 wird das Antwortverhalten ebenso 
sehr gut abgebildet. Der maximale gleitende Fehler be-
zogen auf die jeweilige maximale Amplitude beträgt hier 
4,5% für kred=0,1  beziehungsweise 2,6% für kred=0,5.  
Bei den beiden größeren reduzierten Frequenzen machen 
sich die Effekte der gewählten zeitlichen Diskretisierung 
zunehmend bemerkbar: die Darstellung der beiden harmo-
nischen Schwingungen wird "eckiger“, da der Zeitschritt für 
die Ergebnisse derselbe ist wie der aus der System-
identifikation. Dadurch stehen zur Darstellung des Ergeb-
nisses für kred=5 nur noch 20 und für kred=10 lediglich 10 
Datenwerte für eine Periode zur Verfügung. Auch die zu-
nehmenden Abweichungen von den Ergebnissen des 
Originalsystems sind damit zu erklären: für kred=5 beträgt 
der maximale Fehler 6 Prozent, für kred=10 16,5 Prozent. 
Für das Erreichen genauerer Ergebnisse müsste hier die 
zeitliche Diskretisierung bereits bei der Systemidenti-
fikation feiner gewählt werden. 
 

 
a) kred=0,1 bzw. kred=0,5  

 
b) kred=5 bzw. kred=10 

 

BILD 11. Nickschwingung der ebenen Platte: 
Sinusantwort des originalen und des mit dem 
Impuls identifizierten Systems für den Normal-
kraftbeiwert CY als Funktion des mit kred multi-
plizierten Zeitschritts k für die reduzierten 
Frequenzen kred=0,1; 0,5; 5; 10 

4.2. Eigenschwingung einer Tragfläche am 
Beispiel des AGARD 445.6 Flügels 

Bei der elastischen Schwingung eines Tragflügels in 
seinen Eigenformen am Beispiel des AGARD 445.6 Flü-
gels werden als Ausgänge die Einträge in die genera-
lisierte Luftkraftmatrix Q betrachtet (vgl. Abschnitt 2). Bei 
dem AGARD 445.6 Flügel handelt es sich um ein 
(Referenz-) Flügelmodell, das im Bereich der Aeroelastik 
extensiv verwendet wird, um numerische Verfahren zu 
validieren [28], [8]. Die ersten vier Eigenformen des 
AGARD 445.6 Flügels wurden bereits in BILD 2 gezeigt. 

Für die Berechnungen mit dem TUM-AER Euler-Verfahren 
wird ein 1-Block-Netz mit einer C-H-Topologie verwendet, 
vgl. BILD 12. Dieser Netzblock verfügt über 176×64×40 
Zellen und die Anzahl der Oberflächenzellen beträgt 
128×48. Die "Off-body“-Distanz beträgt 0,01% der Wurzel-
tiefe. Der Fernfeldabstand beträgt das Zehnfache der 
Wurzeltiefe in x- und y-Richtung sowie das Elffache der 
Wurzeltiefe in z-Richtung.  

 
BILD 12. Verwendetes Rechennetz des AGARD 445.6 

Flügels 

In diesem Beispiel wird als Anregungssignal die Schwin-
gung des Flügels in seinen Eigenmoden betrachtet, wel-
che in generalisierten Koordinaten ausgedrückt wird. Die 
Anregung des Originalsystems erfolgt somit mit modalen 
Impuls- oder Sprungfunktionen. Diese Auslenkung wird in 
das Originalsystem über instationäre Randbedingungen 
(Netzauslenkung) eingebracht. Entsprechend der Annah-
me der Amplitudenlinearisierung (vgl. Abschnitt 3.2) wer-
den nur kleine modale Auslenkungen in den Anregungs-
signalen betrachtet. In diesem Beispiel beträgt die maxi-
male Auslenkung 5% der Halbspannweite. Die Anregung 
erfolgt dabei im ersten Schritt einzeln, das heißt Mode für 
Mode. Für n betrachtete Moden eines Flügels werden 
somit n Rechnungen am Originalsystem benötigt. Als Aus-
gänge werden, wie bereits erwähnt, die generalisierten 
Luftkräfte (GAF) bei einer Anströmmachzahl von Ma�=0,9 
betrachtet. Bei den GAF handelt es sich um die jeweilige 
Zeile der GAF-Matrix Q, die mit der angeregten Eigenform 
korrespondiert. Somit werden für die modale Anregung in 
einer Eigenform n instationäre aerodynamische Antworten 
in allen betrachteten Moden ermittelt, die die Einträge in 
der jeweiligen GAF-Zeile darstellen. Schließlich ergibt sich 
nach n Anregungen des Originalsystems die n×n GAF-
Matrix. Die Systemidentifikation wird in diesem Fall mit 
orthogonalen Funktionen, hier den sogenannten Walsh-
Funktionen, durchgeführt. Dieses Vorgehen wird im Hin-
blick auf eine mögliche Erweiterung gewählt, die in [16] 
vorgestellt wird: mit den orthogonalen Funktionen ist es 
möglich, eine simultane Anregung des Originalsystems 
durchzuführen. Simultan bedeutet in diesem Fall, dass 
mehrere Eigenmoden im gleichen Rechengang am 
Originalsystem angeregt werden. Die ersten vier Walsh-
Funktionen sind in BILD 12 dargestellt. 

 
BILD 13. Walshfunktionen 1 bis 4 

Das betrachtete System verfügt in diesem Beispiel über 
zwei Eingangs- und zwei Ausgangsgrößen. Der Eingangs-
vektor u besteht aus den generalisierten Koordinaten q1 
und q2. Im Ausgangsvektor y befinden sich die korres-
pondierenden Einträge in die GAF-Matrix. Die System-
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identifikation findet mit zwei Datenreihen statt, bei denen 
jeweils eine Eigenform separat angeregt wird: zuerst 
erfolgt eine Anregung der ersten Eigenform mit der ersten 
Walsh-Funktion und die zweite Eigenform wird nicht 
angeregt; anschließend wird die zweite Eigenform mit der 
ersten Walsh-Funktion anregt und die erste Eigenform 
bleibt unangeregt. Es sind somit zwei Eulerrechnungen bei 
zwei betrachteten Moden notwendig. Bei n betrachteten 
Moden wären analog dazu n Eulerrechnungen durch-
zuführen und n Datenreihen bei der Systemidentifikation 
zu verwenden. Als zugehöriger Ausgang werden die 
Einträge Q11 und Q12 für die Anregung der ersten 
Eigenform beziehungsweise Q21 und Q22 für die zweite 
Eigenform verwendet. Diese beschriebenen Datenreihen 
werden beide gleichzeitig als Vektoren u und y in die 
Systemidentifikation gegeben. 
Da die Anzahl der Markov-Parameter so zu wählen ist, 
dass die Bedingung mp<l erfüllt wird, und die Länge der 
Datenreihen in diesem Fall l=2500 beziehungsweise die 
Anzahl der Eingänge m=2 entspricht, wird hier 
p=1000<1250 gewählt.  

 

 
BILD 14. AGARD 445.6 Flügel: Antwort des originalen 

und des identifizierten Systems bezüglich der 
Luftkraftmatrixeinträge Qij auf eine 
harmonische Eigenschwingung mit kred=1 bei 
Ma�=0,9  

Als neue Eingänge werden wiederum harmonische 
Schwingungen getestet, mit denen beide Moden separat 
angeregt werden. Die Ergebnisse für die reduzierten 
Frequenzen kred=1 und  kred=1,276 sind in BILD 14 und 
BILD 15 dargestellt und stimmen sehr gut mit den direkten 
Ergebnissen aus dem Euler-Verfahren überein. 

 
BILD 15. AGARD 445.6 Flügel: Antwort des originalen 

und des identifizierten Systems bezüglich der 
Luftkraftmatrixeinträge Qij auf eine harmoni-
sche Eigenschwingung mit kred=1,276 bei 
Ma�=0,9 

 
BILD 16. AGARD 445.6 Flügel: Antwort des originalen 

und des identifizierten Systems bezüglich der 
Luftkraftmatrixeinträge Qij auf eine harmonische 
Eigenschwingung mit kred=0,425 bei Ma�=0,9  
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Anschließend werden auch kleinere reduzierte Frequen-
zen betrachtet. Während die Übereinstimmung der Ergeb-
nisse für kred=0,425 sehr gut ist, vgl. BILD 16, wird bei 
weiter abnehmender reduzierter Frequenz beobachtet, 
dass die Lösung nach einigen Perioden zunehmend von 
der korrekten Antwort divergiert [26]. Die Länge des 
verwendeten Datensatzes mit 2500 Zeitschritten kann hier 
zu kurz gewählt sein, um das Systemverhalten für längere 
Zeiträume mit einer Anzahl von Zeitschritten k>2500 zu 
betrachten. 

4.3. Recheneffizienz des ROM 
Es erfolgt nun eine kurze Betrachtung zur Rechen-
effizienz, um zu verdeutlichen, wie das vorgestellte ROM-
Verfahren genutzt werden kann und wo es für die 
Ermittlung instationärer Luftkräfte im Rahmen der aero-
elastischen Analyse Einsparpotential im Hinblick auf die 
Rechenzeit birgt. Dafür wird hier die Ermittlung der 
generalisierten Luftkräfte betrachtet. 
In einer aeroelastischen Analyse werden jeweils 
verschiedene Eigenmoden, reduzierte Frequenzen und 
Machzahlen betrachtet. Daraus werden für n betrachtete 
Moden, o betrachtete Frequenzen und p betrachtete 
Machzahlen n·o·p verschiedene Parameterkombinationen 
nötig, für die die generalisierten Luftkräfte bestimmt 
werden müssen. Wird dabei zur Ermittlung der Luftkräfte 
beispielsweise das TUM-AER Euler-Verfahren eingesetzt, 
ist für jede dieser Kombinationen eine Eulerrechnung 
durchzuführen. Dies kann bei einer Rechenzeit von etwa 
sechs bis neun Stunden (Rechenplattform: LRZ Linux-
cluster, 64bit AMD Opteron Prozessoren, 8 CPUs zu je 2,6 
GHz), abhängig von Parametern wie der jeweiligen 
reduzierten Frequenz und der Machzahl, zu einem beacht-
lichen Zeitaufwand führen. Hier kann das ROM sinnvoll 
zur Reduktion des Rechenaufwands eingesetzt werden: 
ein bei einer bestimmten Machzahl und für eine bestimmte 
Mode identifiziertes System kann einen ganzen Frequenz-
bereich abdecken. Zwar sind für die Identifikation der 
jeweiligen Systeme noch mindestens n·p Eulerrechungen 
für n Moden und p Machzahlen erforderlich, aber der 
Aufwand verbunden mit den verschiedenen Frequenzen 
ist deutlich geringer. Der numerische Aufwand zur Durch-
führung der Systemidentifikation in MATLAB und der auf 
dem identifizierten System basierenden Rechnungen für 
die verschiedenen, neuen Frequenzen ist dabei von 
deutlich kleinerer Größenordnung als der bei den Euler-
Rechnungen. So wird zum Beispiel für eine Systemiden-
tifikation mit einer Datenreihe der Länge l=1000 und einer 
Anzahl der Markov-Parameter von p=900 auf einem 
einfachen Desktop-PC (1,6 GHz Prozessor, 32bit, 1 GB 
RAM) eine Rechenzeit von etwa fünf Minuten benötigt. Die 
Neuanregung des identifizierten Systems zur Ermittlung 
neuer Systemausgänge beansprucht lediglich eine 
Rechenzeit von einigen Sekunden. In Anbetracht dessen 
wird außerdem eine feinere Einteilung der Rechnungen im 
Frequenzbereich mit sehr geringem Zusatzaufwand 
möglich. Dennoch ist eine allgemeingültige Aussage zum 
Rechenaufwand schwierig, da dieser von mehreren Para-
metern wie der gewählten zeitlichen Diskretisierung oder 
der Anzahl der verwendeten Markov-Parameter beein-
flusst wird. 

5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 
Die Zustandsraumformulierung für lineare dynamische 
Systeme basiert auf der Identifikation von (Observer-) 
Markov-Parametern aus Impulsantworten oder Sprung-
antworten des Originalsystems. Mit Hilfe der Markov-
Parameter werden über eine Singulärwertzerlegung die 
Systemmatrizen des Zustandsraummodells ermittelt. 
Dieses Modell bildet potentiell das Systemverhalten des 
Originalsystems und somit dessen Antwort auf beliebige 
zeitliche Verläufe von Anregungsfunktionen ab. Somit 
können nach der Identifikation an dem ermittelten Zu-
standsraummodell Berechnungen für neue Anregungen 
durchgeführt werden, die im Vergleich zu Simulationen am 
Originalsystem mit deutlich reduziertem Rechenaufwand 
einhergehen. 
Die Ergebnisse aus der Anwendung der Methodik sind 
dabei überzeugend: bei geeigneter Wahl der Eingangs-
parameter liefert das lediglich mit Impuls- beziehungs-
weise Sprungantworten identifizierte ROM korrekte Ergeb-
nisse für zahlreiche dem System bisher „unbekannte“ 
Zeitverläufe der Eingangsfunktionen. Natürliche Grenzen 
sind dem Verfahren dabei durch die zeitliche Diskreti-
sierung gesetzt. 
Für die Ermittlung der instationären Luftkräfte im Rahmen 
der aeroelastischen Analyse bietet sich damit ein Einspar-
potential im Hinblick auf die Rechenzeit, da von einem für 
eine bestimmte Konfiguration ermittelten System ein gan-
zer Frequenzbereich abgedeckt wird. Es bleibt aber zu 
berücksichtigen, dass die Genauigkeit der erzielten 
Ergebnisse und der zu betreibende Rechenaufwand bei 
dieser Methode von verschiedenen Parametern ab-
hängen, die in Bezug auf den jeweiligen Anwendungsfall 
variieren können. Daher wäre als Folgeuntersuchung eine 
ausführlichere, abwägende Betrachtung insbesondere im 
Hinblick auf die Wahl der Anzahl der Markov-Parameter 
und der Feinheit der zeitlichen Diskretisierung, zum Bei-
spiel am Fall des AGARD 445.6 Flügels, sinnvoll. 
Eine interessante mögliche Erweiterung des vorgestellten 
ROM-Verfahrens stellt die Umsetzung einer simultanen 
Anregung mehrerer Eigenmoden des Originalsystems mit 
Hilfe von orthogonalen Funktionen dar, wie sie in [29] und 
[16] beschrieben ist. Dadurch würde der numerische 
Rechenaufwand, der zum Aufbau einer Datenbasis mit 
Informationen aus dem Originalsystem benötigt wird, auf 
eine einzige Rechnung am Originalsystem reduziert. 
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