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Zusammenfassung

Moderne Flugzeugrimpfe werden zunehmend aus Faserverbundwerkstoffen gefertigt, um Strukturmasse zu
sparen. Dies erschwert die erforderliche Strukturauslegung und -berechnung, vor allem im Hinblick auf eine
dem Kraftfluss angepasste fasergerechte Auslegung. Insbesondere zur Strukturoptimierung in der
Vorauslegungsphase von Flugzeugrimpfen werden schnelle mathematische Modelle zur Berechnung der
Spannungen und Verformungen benétigt, welche bei geringer Rechenzeit eine hohe Genauigkeit der
Berechnung und eine Analyse des Nachbeulbereichs erlauben. Zur Strukturanalyse wird in diesem
Zusammenhang ein Flugzeugrumpf in Strukturabschnitte aufgeteilt, fir die ein Substrukturelement entwickelt
wird. Die Elemente bestehen aus einer Membranschale mit verschmierten Stringern, die an diskrete
gekrimmte Balkenelemente angeschlossen sind. Zur Berechnung der Spannungs- und Dehnungsverteilung
im Nachbeulbereich werden die Elementsteifigkeiten durch analytische Berechnungen auf Basis der Theorie
der mittragenden Breite fiir Druckbelastung abgemindert sowie die Zusatzbelastung der Stringer infolge der
Ausbildung eines Diagonalzugfelds bei Schubbelastung berechnet. Zur Verifizierung werden fir einige
Basislastfalle Vergleichsrechnungen zwischen dem neuen Ansatz und Rechnungen bei Verwendung
konventioneller finiter Elemente durchgefiihrt. Hierbei kann eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse,
auch im Vergleich mit feinvernetzten Rechenmodellen, bei deutlich verkirzter Rechenzeit verglichen mit
derzeitigen fir die Strukturoptimierung entwickelten groben Elementnetzen festgestellt werden. Die
vorgestellte Modellierung erlaubt eine Strukturanalyse im Vorauslegungsstadium mit einer geringen Anzahl
von Freiheitsgraden und damit sehr geringer Rechenzeit bei ausreichender Genauigkeit fir die globale
Strukturanalyse. Hierbei kénnen sowohl lokale Lasteinleitungen als auch Offnungen wie beispielsweise
Tlren bereits in einer friihen Entwicklungsphase berticksichtigt werden.

1. EINLEITUNG

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein ,Globales Finite-
Elemente-Modell* (GFEM) zur Strukturanalyse von
Flugzeugrimpfen wie es in der Industrie verwendet wird.
Bei Airbus wird zur approximativen Spannungsberech-
nung fur die Strukturoptimierung ein grobmaschiges
Finite-Elemente-Modell verwendet. Das Modell basiert auf
der Kombination klassischer vierknotiger Schalenelemente
sowie Stab- und Balkenelementen. Die Anzahl der
Spantelemente wird durch die Stringerteilung vorgegeben.
Fur jeden Stringer wird zwischen zwei Spanten ein
Stabelement eingefihrt. Dadurch ergibt sich, dass die
Hautfelder jeweils durch ein vierknotiges Schalenelement
idealisiert werden. Nachfolgend wird ein Ansatz
vorgestellt, der eine weitere Reduzierung der Anzahl der
finiten Elemente und damit der Rechenzeit ermdglicht.

Bild 1: Dickenverteilung des bei Airbus entwickelten
GFEM
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Diesbeziiglich wird der Rumpf in speziell entwickelte finite
Elemente unterteilt. Nachfolgend wird zunachst die
Herleitung der zur Strukturanalyse verwendeten finiten
Elemente beschrieben, mit denen der Spannungszustand
im Rumpf approximiert wird. Auf Basis der Berechnung
des Spannungszustandes kann dann das nichtlineare
Verhalten im Nachbeulbereich beschrieben werden.
Abschlielend wird die vorgestellte Berechnungsprozedur
auf einen linearen sowie einen nichtlinearen
Beispiellastfall angewendet und zur Verifikation mit
Resultaten der Finite-Elemente-Programme Nastran und
Abaqus verglichen.

2. ANSATZFUNKTIONEN DER FINITEN
ELEMENTE

Zur  Strukturanalyse wird ein  Flugzeugrumpf in
Strukturabschnitte aufgeteilt, fir die im Hinblick auf die
Reduktion von Freiheitsgraden ein Substrukturelement
entwickelt wurde. Die Elemente bestehen dabei aus einer
Membranschale mit verschmierten Stringern, die an

diskrete gekrimmte Balkenelemente angeschlossen sind.
Die Idealisierung ist in Bild 2 dargestellt.

Bild 2: Strukturidealisierung; Verschmierung der Stringer

Ein Schalenelement hat dabei 26 Freiheitsgrade: jeweils
sechs Freiheitsgrade in den vier Ecken des Elementes
sowie jeweils einen Freiheitsgrad in der Membran
zwischen den Spanten. Die Schalenelemente sind dabei
Uber den ganzen Umfang direkt mit den Spantelementen
gekoppelt. Nachfolgend werden zunachst die
eindimensionalen Ansatzfunktionen der Spante und
daraufhin das zweidimensionale Verschiebungsfeld der
Membranschale vorgestellt.

2.1. Ansatzfunktionen der Spantelemente

Die Spante werden als finite Kreisringelemente idealisiert.
Verschiebungen und Verdrehungen werden dabei wie in
Bild 3 dargestellt angenommen. Unterschiedliche Ansatze
zur Entwicklung finiter Kreisringelemente wurden in der
Literatur beispielsweise von Sabir /1/ vergleichend
gegeniibergestellt. Eine Weiterentwicklung der von Sabir
vorgestellten Elemente wurde von Ravendranaath /2/
vorgeschlagen: Die Ansatzfunktionen des Elementes

werden hierbei auf Basis der Differentialgleichungen des
Kreisringes (vgl. z.B. /3/) Gber ihre Steifigkeiten gekoppelt.

Membranschale

Bild 3: Verschiebungen und

Spantelemente

Verdrehungen der

Hier erfolgt die Kopplung der Verschiebungsgréen mit
Hilfe der Steifigkeiten. Die Verschiebungen w, v sowie die
Verdrehung ® hangen demnach wie folgt zusammen:

Pw 10v  EA (81} N w) R
1) oy?2 ROy EI, \dy R
_ ow v
¢ = W R

Zur Verbesserung der Ansatzfunktionen wurde im

Rahmen dieser Arbeit zudem eine Kopplung der
Verschiebungen und Verdrehungen senkrecht zur
Ringebene eingefthrt. Auf Basis der

Differentialgleichungen orthogonal zur Ringebene (vgl. /3/)
ergeben sich die differentiellen Zusammenhange der
Verschiebungsgrofien zu:

0 v _ Gl (%, o
R 0y ~ EI \0y oy
2) o
A

Durch die Kopplungen des Verschiebungsfeldes mit Hilfe
der Differentialgleichungen missen fiir die Verschiebung
w sowie fUr die Verdrehung © zur Einhaltung der in Form
der Differentialgleichungen formulierten Nebenbedingun-
gen Polynomfunktionen vierter bzw. dritter Ordnung in
Umfangsrichtung gewahlt werden.

4
wy) = D cuiy
(3) =0

3
0 (y) Zceﬂ'yz
i=0
Die Koeffizienten des Verschiebungsfeldes kénnen nun

Uber die Verschiebungsgréen an den Balkenréndern (vgl.
Bild 2) berechnet werden.

2.2. Ansatzfunktionen der Schalenelemente

Ansatzfunktionen wird die
Membranschale zunachst in

Zur  Entwicklung der
Differentialmatrix der
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Langsrichtung analytisch geldst. Das Kraftegleichgewicht
am infinitesimalen Schalenelement berechnet sich bei
Beriicksichtigung eines konstanten Innendrucks pz zu (vgl.
z.B. Flugge /11/):

Ong  Ongy

oz Oy =0
(4) gy | Ony
Oz + oy 0
Ny = —P:

Fir eine Schale mit konstantem Radius sind die
Verzerrungen in Abhangigkeit der Verschiebungen wie
folgt (vgl. z.B. Donnell /4/):

du v w du v

) =5 “=5 TR T g o

Der Zusammenhang zwischen Dehnungen und
Kraftflissen ergibt sich fir anisotropes Materialverhalten
zu (s. z.B. Jones /5/):

€z S11 S12 516 Ny
(6) €y = | S12 S22 S Ny
Yzy 516 526 S66 Ny

Daraus resultiert folgende  Differentialmatrix  der

anisotropen Schale, vereinfachend fiir pz=0:

v 0 a% —S16  —S66 v
7] _ _
7) o u _ 0 0 S11 315 u
Oz Ng 0 0 oy n
Ny 0 0 0 0 Ny
Das partielle Gleichungssystem wird zunachst in

Langsrichtung analytisch gelést. Dadurch ergibt sich ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen, welches nur
noch Differentiale in Umfangsrichtung enthélt.

v 1 k12 ki3 kia v
U 10 1 suz kis u
®) ne (|0 0 1 ki -
Nay ), 0 0 0 1 Nzy ) o
mit:
0
k - _
12 ay
e = s1ep — 9 sllz®
13 = 516 oy 2
82 511I3 0 P
kiy = a2 6 @ﬁ? $16 + TSe6
Es zeigt sich, dass zur Beschreibung des

Verschiebungsfeldes in Meridianrichtung ein kubischer
Ansatz fur die Tangentialverschiebung v und ein
quadratischer Ansatz fur die Meridianverschiebung u
bendtigt werden. Dies fuhrt zu einem in Meridianrichtung
linear veranderlichen Langskraftfluss ny und einem
konstanten Schubfluss ny,. Das Verschiebungsfeld der
Membranschale kann somit wie folgt angegeben werden.

3
v(r,y) = Z coi (y) 2
C) .
u(x,y) = Zcu,i (y) '
=0

Zur Bestimmung von v(x,y) kénnen vier Stutzstellen fir
x=0, x=I/3 , x=2l/3 und x=I aus Gleichung (8) in
Abhéngigkeit von up, nxo und nyo berechnet werden.
Analog kann u(x,y) durch die Bestimmung von drei
Stutzstellen bei x=0, x=1/2 und x=I in Abh&ngigkeit von ug
sowie Nxo und nyyo bestimmt werden. Die Verschiebungen
am Rand, ug, vo, ui und vi werden als bekannt
angenommen; sie entsprechen den Ansatzfunktionen der
Spantelemente am Rand der Schale. Zur Beschreibung
des Verschiebungsfeldes missen nun der Langskraftfluss
nxo sowie der Schubfluss nyo bestimmt werden. Nach
kurzer Umformung ergeben sich aus den ersten beiden
Zeilen von Gleichung (8) folgende Beziehungen:

2
6R ((516> —s66> (uo — 2 + u1)
l s11 s11

7] 516 7] l aZUm -
(10) + Oy (11 = uo) S11 * Oy (vo —v1) = R oy 0
B 1811%;”‘ + Rs16 (ug — u1) — Rs11 (vo — v1)
nzyo o (511566 — 5%6) Rl
Dabei ist um die Verschiebung des Schalenknotens

zwischen den beiden Spanten. Bei bekannten
Verschiebungsfunktionen der Schale an den Spanten ist
das Verschiebungsfeld der Membranschale demnach
vollstandig beschrieben, sobald die Verschiebung des
Mittelknotens um bekannt ist. Fir die gewahlten
Ansatzfunktionen des Spantes ergibt sich diese nach
L&sung der Differentialgleichung in folgender Form:

5

(M) un(y) = Y k.’ +ecrsin(@y) + cosin (g2y)
=0

Zur Bestimmung der beiden Integrationskonstanten ¢4 und

c2 werden die in Bild 2 skizzierten Freiheitsgrade am Rand

der Schale zwischen den Schalen, umi und Umg,

verwendet.

Damit kann auch der Langskraftfluss berechnet werden:

8u 516
_ Nay

12 ==_
(12) n, 9% seg

3. HERLEITUNG DER STEIFIGKEITSMATRIX

Die Steifigkeitsmatrix der Schalenelemente wird auf der
Grundlage der Kraftflisse berechnet. Das Potential ergibt
sich zu:

HMembran =

1
(13) 5/ (Sll’l’LZ + 2815711 + S@@?’Liy) dA

A
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Durch Minimierung des Potentials (vgl. /6/) ergibt sich die
Gesamtsteifigkeitsmatrix des Schalenelementes zu:

q1,1 q1,26

d*11
dui d’ltj

(14) Q=

mit Qi,j =

q26,1 426,26

Der Verschiebungsvektor ist dabei wie folgt definiert:

o, L
Uo,R
. i,
(15) a={ ™*
Um,R
U1,L
U1,R
mit:
. T
do,, = [uo,L,v0,L,Wo,L; $0,L,00,L,%0,L]
. T
io,r = [uo,R, Vo, Rs Wo, Ry b0,r, 00,rs Yo,R]
ﬁm,L = [um,L]
S T
Um,R = [um,R] -
171,L = [ul,L,UI,Lawl,L, ¢1,L,91,L,¢1,L]
S T
U1,r = [U1,R, V1R, W1,R, P1,R, 01, R, Y1, R)]

Analog kann die Steifigkeitsmatrix der Spantelemente
nach Aufstellung des Potentials ermittelt werden. Das
Potential ergibt sich unter Beriicksichtigung der
Dehnsteifigkeit EA, der Biegesteifigkeiten Elx und Ely
sowie der Schubsteifigkeit Gl zu:

1
(16) Mspont = 5 / (EA€E, + Elk% + Glprk, + ELLK2) dy

QR
mit;

_ v w
v = 0y R
Lo P 1o
T 9y2 ROy

00
:‘{y = @+ﬁ
w - W _0
7 9y R

4. BESCHREIBUNG DES
NACHBEULVERHALTENS

Zur Berechnung der Spannungs- und
Dehnungsverteilung im Nachbeulbereich werden die
Elementsteifigkeiten der Membranschalenelemente
durch analytische Berechnungen abgemindert. Zur
Abminderung der Dehnsteifigkeit der
Membranschale infolge des Uberschreitens der
Axialdruckbeullast wird die Theorie der mittragenden
Breite angewendet. Fur den friihen Nachbeulbereich
bis etwa der dreifachen Beullast hat Harris /7/ die
effektive Steifigkeit allseits gelenkig gelagerter

orthotroper Platten analytisch berechnet. Daraus
leitet sich die mittragende Breite wie folgt ab:

b 14p 2 1
an- 5 73+u+(3+u)k
mit:

y = AsoDyy

A1 Doy

P o= 2

Okr

Die kritische Beullast unter Axialdruck wird dabei
nach Tennyson /8/ berechnet. Bei Schubbelastung
wird die Theorie des Diagonalzugfeldes nach Kuhn
/9/ zur Berechnung der zusétzlichen Drucklasten auf
die Stringer infolge der anisotropen Tragfahigkeit
unter Schub ausgebeulter Schalen verwendet. Die
Schubbeullast wird nach Ory /3/ berechnet. In
diesem Sinne wird die nichtlineare Nachbeul-
berechnung durch eine iterative, lineare statische
Rechnung ersetzt (vgl. Wohlers /10/). Zunéchst
werden auf Basis einer linearen statischen
Rechnung und der analytischen Formeln fiir den
Nachbeulbereich die  Steifigkeiten  verdndert.
Daraufhin wird mit den ver&dnderten Steifigkeiten
eine erneute lineare statische Berechnung
durchgefiihrt, woraufhin neue Steifigkeiten fir den
Nachbeulbereich  aufgrund des  ver&dnderten
Membranspannungszustandes berechnet werden.
Die Iteration wird fortgesetzt bis Konvergenz erreicht
ist.

5. BEISPIELRECHNUNGEN

Fur die vorgestellten finiten Elemente wurde ein einfaches
eigenstandiges Finite-Elemente-Programm  entwickelt,
sodass der Ansatz auch fir grofiere strukturmechanische
Probleme verifiziert werden kann. Beispielhaft werden
zunachst zwei linearstatische Rechnungen durchgefiihrt:
ein auf Zug belasteter Rumpfabschnitt mit drei Spant-
abschnitten sowie ein gréRerer Rumpfabschnitt mit 20
Spantabschnitten. Anschlieend wird fir einen Rumpf-
abschnitt mit drei Spantabschnitten eine Verifikations-
rechnung fiir den Nachbeulbereich gezeigt.

5.1. Lineare Statikrechnung

Mit Hilfe des vorgestellten Berechnungsansatzes wird der
in Bild 4 skizzierte aus drei Spantabschnitten zusammen-
gesetzte Rumpfabschnitt statisch berechnet. Der Lastfall
und die Elementierung des Verifizierungs-modells kdnnen
dabei ebenfalls Bild 4 entnommen werden. Die Resultate
werden dann mit den Berechnungs-ergebnissen eines
feinvernetzten Nastran-Modells verglichen.
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Spant B
Spant A n,= IN/mm
n,= IN/mm \ Spant D

Spant C

Bild 4: Lastfall sowie Modellierung des Referenzmodells in
Nastran

Bild 5 zeigt den Langskraftfluss aufgrund der gegebenen
Belastung, wie er mit dem vorgestellten Ansatz berechnet
wurde. Fir die Berechnung wurden hierbei zw6lf Elemente
auf dem Umfang verwendet und die Zwischenwerte auf
Basis der Ansatzfunktionen interpoliert.

nx

Bild 5: Berechneter Langskraftfluss fiir den Lastfall aus
Bild 4

An Spant B ergibt sich mit ¢=0 in der Mitte der Offnung
der in Abbildung 6 dargestellte Langskraftfluss.

T T T

T
Nastran
eigener Ansatz

Axialkraftfluss
L—

N

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
oIl

\'_r/

Bild 6: Langskraftfluss verglichen mit Nastran-Rechnung

Trotz der groben Elementierung zeigt der Vergleich mit
den mit Nastran berechneten Langskraftflissen eine sehr
gute Ubereinstimmung, insbesondere auch fiir die
Spannungsspitze am Rand der Offnung.

Zur Fortsetzung der Verifikation des Ansatzes soll ein
gréfReres Modell betrachtet werden. Bild 7 zeigt einen
Rumpfabschnitt mit 20 Spantabschnitten und einer
Turdéffnung. Die versteifte Schale ist linksseitig fest
eingespannt und auf der rechten Seite werden lokal zwei
diskrete Krafte F eingeleitet.

lF

Bild 7: Lastfall fir den Rumpf mit 20 Spantabschnitten

Bild 8 zeigt die Langskraftflisse im Rumpfabschnitt, links
berechnet mit dem vorgestellten Ansatz mit zwdlf
Elementen auf dem Umfang und rechts mit einem
feinmaschigen Nastran-Modell mit 360 Elementen auf
dem Umfang.

i

Bild 8: Eigener Ansatz (links) und feinmaschischige
Nastran-Rechnung (rechts) des Axialkraftflusses im
Vergleich

Die generelle Ubereinstimmung der Langskraftfluss-
verteilung wird in Bild 8 verdeutlicht. Fir den Schnitt A-A
aus Bild 8 zeigt Bild 9 den Verlauf des Kraftlusses in
Langsrichtung des vorgestellten Ansatzes sowie der
Vergleichsrechnung mit Nastran. Zusétzlich zum mit dem
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feinmaschigen Netz (Nastran, FFEM) berechneten
Axialkraftfluss zeigt Bild 9 den mit einem gréberen Modell
mit 72 Elementen auf dem Umfang (Nastran, GFEM)
berechneten Kraftfluss. Diese Elementzahl wurde in
Anlehnung an das in Bild 1 gezeigte bestehende Finite-
Elemente-Modell fiir die Strukturoptimierung gewahit.
Beide N&herungsmodelle zeigen im Vergleich mit den
Ergebnissen des feinmaschigen Berechungsmodells gute
Ergebnsisse. Fiir die GFEM-Modellierung waren allerdings
insgesamt 8508 Freiheitsgrade erforderlich wahrend der
mit den vorgestellten Elementen modellierte Rumpf nur
1752 Freiheitsgrade fir eine hinreichend genaue
Naherungslésung bendtigt.

Nastran, FFEM
Nastran, GFEM o
eigener Ansatz . —
B
=
.0
Z
J_‘\ /("'l"
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
oIl
Bild 9: Nastran-Rechnungen und eigene Rechnung im

Schnitt A-A aus Bild 8 im Vergleich.

Die Anzahl der Freiheitsgrade kann also im Vergleich zum
bestehenden Modell um etwa 80% gesenkt werden. Dies
fuhrt zu einer deutlichen Reduzierung der Rechenzeit: Das
Nastran-Modell mit 72 Elementen auf dem Umfang
bendtigte durchschnittlich 2s zur Berechnung, wahrend mit
der vorgestellten Modellierung auf dem gleichen Computer
nur etwa 1/10s zur Berechnung erforderlich waren.

5.2. Nichtlineare Statikrechnung

Zur Verifikation des vorgestellten Ansatzes fir den
Nachbeulbereich wurde ein  Abaqus-Modell eines
Rumpfes mit drei Spantabschnitten und 40 &quidistant auf
dem Umfang verteilten Stringern erstellt.  Der
Rumpfabschnitt wird mit einem konstanten Axialdruck
belastet. Bild 10 zeigt die Beulform, welche sich bei
Uberschreiten der Beullast im nichtlinearen Bereich
einstellt: Ein Ausbeulen der gekrimmten Hautfelder
zwischen den Spanten und Stringern mit zwei Halbwellen
ldngs und einer Halbwelle quer zur Belastungsrichtung.
Zur Vereinfachung des Verifizierungsmodells wurde ein
isotroper Rumpf mit u=1 in Gleichung 17 untersucht. Im
Nachbeulbereich wurde die Steifigkeit der beulenden
Hautfelder wie in Kapitel 4 beschrieben iterativ bis zur
Konvergenz verandert. Als Referenz wurde mit Abaqus
eine nichtlineare Berechnung durchgefihrt, deren Last-
Verschiebungs-Kurve in Bild 11 dargestellt ist. Zusatzlich
zeigt Bild 11 die mit dem vorgestellten Ansatz berechnete
Verschiebung infolge des angreifenden Langskraftflusses.

Bild 10: Erste
Rumpfabschnittes

des untersuchten

Beulform

Die Ergebnisse sind normiert auf die kritische Beullast
bzw. Beulverschiebung.

3

Abaqus
eigener Ansatz . o
) ‘(‘/')/’)/,}’,///
2 Pat
£ 15 =
= o
1
05
0
0 05 1 15 2 25 3 35
AX/ Axyip
Bild 11: Last-Verschiebungs-Diagramm des
Rumpfabschnittes normiert auf Beullast und

Beulverschiebung

Das Last-Verschiebungs-Diagramm zeigt generell eine
gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der
iterativen  Statikrechnung zur  Beschreibung des
Nachbeulverhaltens und der nichtlinearen Berechnung mit
Abaqus. Die Berechnungszeit fur die iterative
Nachbeulrechnung betrédgt abh&ngig von der Anzahl
notwendiger Iterationsschritte bis zur Konvergenz
allerdings nur etwa 1-2s fur den vorgestellten
Rumpfabschnitt; im Vergleich zu einer viele Stunden
dauernden nichtlinearen Berechnung mit Abaqus.
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6. ZUSAMMENFASSUNG

Die vorgestellte Arbeit zeigt eine Méglichkeit, durch die
Verschmierung der Stringer und damit einer gréberen
Struktur des Berechnungsnetzes die Zeit zur Berechnung
der approximativen Spannungsverteilung fir langwierige
Optimierungsrechnungen im Vergleich zu bestehenden
Modellen deutlich zu verkirzen. Es konnte gezeigt
werden, dass der Ansatz auch die Spannungs-
umlagerungen im Nachbeulbereich mit hinreichender
Genauigkeit beschreiben kann. In einem n&chsten Schritt
soll der Ansatz zur Berechnung von realen
Flugzeugrimpfen eingesetzt werden. Obwohl die nicht-
gleichmaRige Dickenverteilung der Hautfelder (vgl. Bild 1)
dann eine feinere Elementierung als die beschriebenen
zwolf Elemente auf dem Umfang erzwingt, wird auch hier
ein deutlicher Rechengeschwindigkeitsvorteil gegenlber
dem bestehenden Modell erwartet.
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